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Kapitel 1

Einleitung

FEine Programmiersprache besteht aus zwei Komponenten: ihrer Syntax und ihrer Semantik.

Die Syntax beschreibt die Struktur eines wohlgeformten Programms, d. h. sie besagt, welcher Text
iiberhaupt ein Programm ist. Diese Eigenschaft mufl entscheidbar sein.

Die Semantik ordnet jedem Programm seine Bedeutung zu. Hierbei ist zu beachten, dafl einerseits
diese Zuordnung selbst als Semantik der Programmiersprache, andererseits aber auch die Bedeutung
eines Programms als Semantik des Programms bezeichnet wird. Im allgemeinen besitzen mehrere

verschiedene Programme die gleiche Semantik.

Lehrbiicher vermitteln die Semantik einer Programmiersprache durch Erklarungen und Beispiele.
Zum Erlernen einer neuen Programmiersprache ist eine derartige informale Beschreibung sicher-
lich gut geeignet. Eine vollstédndige, eindeutige und moglichst nicht zu umfangreiche Definition der
Semantik einer Programmiersprache ist so jedoch nicht erreichbar. Die eingeschriankte Portabilitat
von Programmen — auch bei standardisierten Programmiersprachen wie Fortran, Pascal oder C
— zeigt das Problem in der Praxis auf. Einige Aspekte werden in solchen Semantiken oft auch
iiberhaupt nicht definiert, wie beispielsweise das Verhalten beim Zugriff auf ein Array-Element mit
einem Index aulerhalb des vorgegebenen Bereichs. Dies widerspricht jedoch unserer Forderung, daf3
die Semantik jedem syntaktisch korrekten Programm eine Bedeutung zuordnen soll. Da das Vorhan-
densein eines fehlerhaften Array-Zugriffs auch nicht entscheidbar ist, kann ein solches Programm
auch nicht als syntaktisch fehlerhaft betrachtet werden.

Dagegen bauen formale Semantiken auf bekannten, wohlverstandenen mathematischen Struk-
turen auf. Sie ermoglichen die eindeutige und vollstdndige Definition einer Semantik zur Standar-
disierung einer Programmiersprache. Damit unterstiitzen sie die Entwicklung korrekter Interpre-
ter und Compiler. Im Zusammenhang mit der Implementierung stehen auch semantikerhaltende
Transformationen eines Programms zu Optimierungszwecken, deren Korrektheit erst mit formalen
Semantiken beweisbar ist. Zur formalen Verifikation von Programmen sind formale Semantiken un-
verzichtbar. Schliellich fithrt eine formale Semantik auch zu einem viel grofleren Verstindnis einer
Programmiersprache.

Imperative Programmiersprachen sind am Modell der Von-Neumann-Maschine orientiert. Thre
Semantiken lassen sich zwar formal beschreiben — insbesondere mit den sogenannten axiomatischen
Semantiken —, aber in der Praxis sind derartige Semantiken sehr aufwendig und daher kaum
einsetzbar.

Funktionale Programme sind dagegen maschinenunabhéngige Spezifikationen. Wir wollen hier
auf die Schilderung der sich daraus ergebenden Vorteile beziiglich der Anwendungsnihe und fle-
xibleren Implementierbarkeit verzichten. Da funktionale Programmiersprachen aus mathematischen
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Kalkiilen, hauptséchlich dem A-Kalkiil, entstanden sind, sind sie formalen Beschreibungsmethoden
weitaus zugénglicher. Insbesondere gestatten sie die Definition relativ einfacher formaler Semanti-
ken, die praktisch einsetzbar sind.

Logische Programme sind ebenso maschinenunabhéingig und in gewissem Sinne noch abstrakter
als funktionale. Mit ihnen sind allerdings auch nicht-berechenbare Funktionen spezifizierbar. Auch
die Verwendung von Semi-Entscheidungsverfahren erweist sich noch als ziemlich ineffizient, so dafl
Prolog-Implementierungen zum Beispiel statt der vollstédndigen, semantisch korrekten Breitensuche
Tiefensuche im SLD-Baum verwenden.

Dagegen sind die funktionalen Programmiersprachen zugrunde liegenden Kalkiile entworfen wor-
den, um genau die berechenbaren Funktionen spezifizieren zu kénnen. Es existiert auch ein uni-
verseller Algorithmus, konkret ein Interpreter oder Compiler, der jede durch ein Programm einer
funktionalen Programmiersprache spezifizierte Funktion berechnen kann. Hierbei ist allerdings zu
beachten, dafl im Church’schen Sinne universelle Programmiersprachen auch partielle Funktionen
spezifizieren. Da nicht entscheidbar ist, welche Argumente im Definitionsbereich liegen, sind nicht-
terminierende Berechnungen unvermeidbar. Die Definition einer Programmiersprache, die genau die
Spezifikation der totalen berechenbaren Funktionen gestattet, ist unter den genannten Vorausset-
zungen unmoglich. Ist die Syntax einer Programmiersprache entscheidbar, so sind die Programme
der Programmiersprache aufzihlbar. Die Menge der totalen berechenbaren Funktionen ist jedoch
bekanntlich nicht aufzdhlbar.

Wie sieht nun die Semantik eines funktionalen Programms aus? Betrachten wir dazu das folgende
Beispielprogramm.

mult(x,y) = ify = 0 then 0 else add(x, mult(x, y -1))
add(x,y) = if y = 0 then x else add(x, y -1) + 1

Es ist intuitiv ersichtlich, dafl dieses die Multiplikations- und die Additionsfunktion spezifiziert.
Formale Semantiken zeichnen meist eine Gleichung aus, iiblicherweise die erste, und bezeichnen
die dort spezifizierte mathematische Abbildung als Semantik des Programms. Diese Verwendung
einer einzigen Abbildung als Semantik des gesamten Programms vernachléigt jedoch vollkommen
die innere, kompositionelle Struktur desselbigen. Wir betrachten daher ein Programm nicht als die
Spezifikation einer Abbildung, sonderen eines Datentyps. Ein Datentyp besteht aus einer Menge
von Daten, dem Tréger, im Beispiel die natiirlichen Zahlen IN, und einer Menge von Operationen,
mathematischen Abbildungen iiber dem Triger. Ein Datentyp ist also mathematisch gesehen eine
Algebra.

Datentyp = Algebra = (Tréger, Operationen)

Ein Teil des Datentyps ist schon durch die Semantik der Programmiersprache und nicht erst durch
das konkrete Programm gegeben. In unserem Beispiel haben wir vorausgesetzt, daf3 die Menge der
natiirlichen Zahlen der Tréger ist, und Symbole wie + 1, 1 und if-then-else Inkrementierung,
Dekrementierung und bedingte Verzweigung bezeichnen. Nur die Bedeutungen der Symbole mult
und add ergeben sich erst durch das Programm. Die Semantik der Programmiersprache definiert
also einen Basisdatentyp:

Basisdatentyp = (Tréger, Basisoperationen)

Die Semantik eines konkreten Programms ist dann eine Erweiterung dieses Basisdatentyps um
zusétzliche Operationen:

Datentyp eines Programms = (Triger, Basisoperationen U definierte Operationen)



Die Bedeutung der Basisdatentypen wird in der Theorie der Programmschemata [Ind94] beson-
ders deutlich, die Schemata von Programmen unabhéngig von konkreten Basisdatentypen — dort
Interpretationen genannt — betrachtet.

Funktionale Programmiersprachen besitzen iiblicherweise einige Standardbasisdatentypen, bei-
spielsweise ganze Zahlen (Integer), FlieBkommazahlen, Zeichen (Character), logische Werte (Boo-
lean) und Listen. Um auch Bdume und Matrizen direkt représentieren zu koénnen, ermoglichen
moderne funktionale Programmiersprachen wie Miranda und Haskell dem Programmierer, neue,
eigene Basisdatentypen zu definieren: die sogenannten algebraischen Datentypen. Ein algebraischer
Datentyp der natiirlichen Zahlen 148t sich folgendermaflen in Miranda definieren:

nat ::= Zero | Succ(nat)

Zero und Succ heiflen Konstruktoren, und Konstruktorterme (Zero, Succ(Zero),...) bilden den
Trager des algebraischen Datentyps. Der Mechanismus des Patternmatchings erméglicht nun die
einfache und intuitive Definition von Operationen {iber dem algebraischen Datentyp.

add(x,Zero) = x
add(x,Succ(y)) = Succ(add(x,y))
mult (x,Zero) = Zero

mult(x,Succ(y)) add (x,mult(x,y))

Die Konstruktoren représentieren die Basisoperationen des algebraischen Datentyps, und das Pat-
ternmatching verbindet zusétzlich eine Testoperation mit einer Komponentenselektion.
Algebraische Datentypen stellen ein duflerst méchtiges Konzept dar, da sie unter anderem die De-
finition von Aufzidhlungstypen, markierten Vereinigungen von Typen und kartesischen Produkten
von Typen ermoglichen. Wie schon das obige Beispiel verdeutlicht, sind selbst die Standardbasisda-
tentypen als algebraische Datentypen definierbar (auf Probleme mit den ganzen und FlieBkomma-
zahlen gehen wir spéiter noch ein). Dies rechtfertigt, im weiteren funktionale Programmiersprachen
zu betrachten, die nur algebraische Datentypen besitzen. Die Standardbasisdatentypen lassen sich
schlicht als effizientere Realisierungen entsprechender algebraischer Datentypen auffassen. In dieser
Arbeit untersuchen wir, wie sich fiir derartige konstruktorbasierte funktionale Programmierspra-
chen sinnvoll Semantiken definieren lassen, &hnlich wie dies in [Vui74b] fiir Funktionsschemata
getan wurde.

Funktionale Programmiersprachen zeichnen sich durch die Méglichkeit aus, dafl Funktionen héherer
Ordnung, sogenannte Funktionale, spezifizierbar sind. Wird der A-Kalkiil oder werden Kombinator-
systeme als Grundlage funktionaler Programme verwendet, so ergeben sich Funktionale praktisch
automatisch. Sie sind jedoch kein notwendiger Bestandteil einer funktionalen Programmierspra-
che. Auch bei einem Verzicht auf Funktionale besitzt man noch eine vollwertige (beziiglich der
natiirlichen Zahlen mit Sicherheit universelle) Programmiersprache. Es existieren auch reale funk-
tionale Programmiersprachen wie beispielsweise Sisal, die nur die Spezifikation von Funktionen er-
ster Ordnung ermdglichen. Auch rekursive Funktionsschemata sind im allgemeinen erster Ordnung
([Ind94]). Die hier zu untersuchende semantische Beschreibung auf Konstruktoren basierender Ba-
sisdatentypen und des Patternmatchings ist unabhéingig von dem Vorhandensein von Funktionalen.
Semantiken funktionaler Programmiersprachen héherer Ordnung sind mathematisch aufwendiger,
da aufgrund der Funktionale ein spezifizierter Datentyp keine einfache Algebra mehr sein kann.
Daher beschranken wir uns auf konstruktorbasierte funktionale Programme erster Ordnung.
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Die hier vorgestellten Definitionen und Sétze lassen sich wegen der einfacheren Semantik zwar
nicht direkt fiir funktionale Programmiersprachen hoherer Ordnung iibernehmen, aber sowohl die
Vorgehensweise als auch die meisten Ergebnisse sind {ibertragbar.

Es gibt viele verschiedene Methoden, formale Semantiken zu definieren. Fiir funktionale Program-
miersprachen werden am h#ufigsten denotationelle und operationelle Semantiken eingesetzt.

Eine operationelle Semantik betrachtet die Ausfiihrung eines Programms und ist gewisser-
maflen eine Berechnungsvorschrift. Sie beschreibt die Auswertung eines Eingabeausdrucks durch
Uberginge zwischen teilweise ausgewerteten Ausdriicken. Letztendlich erhilt man als operationelle
Semantik eines funktionalen Programms eine Eingabe-Ausgabe-Abbildung mit beispielsweise

mult(add(0,0),0) — O

bzw.
mult(add(Zero, Zero), Zero) — Zero

FEine denotationelle Semantik iibersetzt dagegen ein ganzes Programm in ein mathematisches
Objekt. Jedem syntaktischen Teilobjekt eines Programms wird ein mathematisches, semantisches
Objekt zugeordnet. Wir sagen, dafl das syntaktische Objekt das semantische Objekt bezeichnet
oder denotiert. Auf diese Weise kénnen wir auch eine Algebra, den spezifizierten Datentyp, als
Semantik eines funktionalen Programms erhalten.

Aus dem Datentyp ergibt sich auch unmittelbar die Eingabe-Ausgabe-Abbildung des Programms.
Der umgekehrte Schluff ist nur bedingt moglich. Der entscheidende Unterschied sind jedoch die
vOllig verschiedenen Sichtweisen: Bezeichnen wir Programme als ausfithrbare Spezifikationen von
Datentypen, so befassen sich operationelle Semantiken mit der Ausfithrbarkeit und denotationelle
mit dem abstrakten Datentyp.

Auch in ihren Anwendungen erginzen sich die beiden Semantiken gegenseitig. Eine operationel-
le Semantik dient als Grundlage einer konkreten Implementierung. Eine denotationelle Semantik
wird dagegen fiir Beweise von Programm- und Spracheigenschaften eingesetzt. Auch wir werden
denotationelle Semantiken derart verwenden.

Unser Ziel besteht somit darin, Semantiken sowohl operationell als auch denotationell zu definie-
ren. Wir miissen dann jeweils beweisen, daf3 die operationelle und die denotationelle Semantik
iibereinstimmen.

In Kapitel 2 sind die im weiteren benétigten Grundlagen kurz zusammengestellt, insbesondere der
Kalkiil der Termersetzungssysteme, der der Ausgangspunkt fiir unsere operationellen Semantiken
sein wird.

In Kapitel 3 definieren wir dann die Syntax zweier einfacher, konstruktorbasierter funktionaler
Programmiersprachen erster Ordnung, die wir als Grundlage unserer semantischen Untersuchungen
verwenden werden: Die erste Programmart setzt Patternmatching zur Funktionsspezifikation ein,
wahrend die zweite stirker an rekursiven Funktionsschemata orientiert ist, und explizite Test- und
Dekompositionsfunktionen fiir Konstruktoren verwendet. Diese Programme sind schlicht spezielle
Arten von Termersetzungssystemen. Damit 148t sich deren Theorie, insbesondere die Reduktion, auf
die Programme iibertragen. Die naive Verwendung der Reduktion zur Definition einer operationellen
Semantik fiir unsere Programme fiihrt jedoch zu unerwiinschten Resultaten. Daraufhin fordern wir
eine wichtige Eigenschaft, die alle Semantiken funktionaler Programmiersprachen erfiillen sollen:
die Invarianz.



Um derartige Semantiken zu finden, betrachten wir in Kapitel 4 die zwei in funktionalen Program-
miersprachen allgemein verwendeten Semantiken: die call-by-value und die call-by-name Semantik.
Wir definieren jeweils sowohl eine operationelle Semantik, die auf der Reduktion der Termerset-
zungssysteme beruht, als auch eine denotationelle Semantik. Bei letzterern handelt es sich um auf
w-vollstdndigen Halbordnungen und dem Fixpunktsatz von Tarski beruhende Fixpunktsemantiken.
Fiir die call-by-value Semantik erweist sich auch die Ubereinstimmung der operationellen und der
denotationellen Semantik als relativ einfach beweisbar.

Diese Betrachtungen fithren uns in Kapitel 5 zu dem Konzept der erzwungenen Striktheit und
den allgemeineren ¢-Semantiken. Die call-by-value und die call-by-name Semantik sind nur zwei,
allerdings ausgezeichnete Vertreter dieser ¢-Semantiken. Wir definieren fiir jede ¢-Semantik eine (de-
notationelle) Fixpunktsemantik und zwei (operationelle) Reduktionssemantiken, wobei die eine Re-
duktionssemantik mehr von theoretischem Interesse ist, wahrend die zweite implementationsnédher
ist. AnschlieBend beweisen wir die Ubereinstimmung aller drei Semantiken.

In Kapitel 6 stellen wir Beziehungen zu anderen Semantikarten her. Im Kalkiil der Termerset-
zungssysteme und der algebraischen Spezifkationen ist das initiale Modell (Quotientenmodell) als
semantische Grundlage sehr beliebt. Wir begriinden, warum dieses initiale Modell fiir die Seman-
tik unserer funktionalen Programmiersprachen ungeeignet ist. Wir zeigen jedoch auch einen Zu-
sammenhang zwischen dem initialen Modell und den ¢-Semantiken auf. Deklarative Semantiken
beruhen auf dem Erfiillbarkeits- und Modellbegriff der Logik. Wir stellen fest, dafl von unseren
¢-Semantiken allein die call-by-name Semantik deklarativ definierbar ist. Durch die Verwendung
partieller Algebren 148t sich aber auch die call-by-value Semantik deklarativ formulieren.

Wir haben zwei Programmarten definiert, eine, die Patternmatching verwendet, und eine, die
zusétzliche Hilfsfunktionen einfiithrt. Es stellt sich somit die Frage, ob diese beiden gleich méchtig
sind und sich Programme der einen Art in Programme der anderen Art semantikerhaltend effek-
tiv iibersetzen lassen. In Kapitel 7 stellen wir fest, dafl Patternmatching echt michtiger als die
Hilfsfunktionen ist. Die das Scheidekriterium darstellende Eigenschaft der Sequentialitidt gibt uns
weitere Einblicke in die Semantik der Programmiersprachen und auch Anregungen fiir effizientere
Reduktionssemantiken.

Mit den ¢-Semantiken sind nur sogenannte freie Datentypen direkt darstellbar. In Kapitel 8
beschéftigen wir uns mit Semantiken fiir nicht-freie Datentypen und zeigen einige dabei auftretende
Probleme auf. Darauthin stellen wir eine Programmiermethode vor, die eine addquate Darstellung
nicht-freier Datentypen auch bei Verwendung der ¢-Semantiken gestattet.

Schliefllich fassen wir in Kapitel 9 die erzielten Erkenntnisse kurz zusammen. Auflerdem weisen wir
noch auf interessante weiterfithrende Fragestellungen und Ideen hin.

An dieser Stelle mochte ich all jenen danken, die mich durch Vorschlige, Kommentare, Hinweise
auf Literatur und auch Ratschlige fiir das Schreiben mit ITEX unterstiitzt haben. Insbesondere
danke ich diesbeziiglich meinem Betreuer Thomas Noll.
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Kapitel 2

Grundlagen

Hier werden in kompakter Form die grundlegenden Begriffe und deren Eigenschaften dargestellt,
die wir in den weiteren Kapiteln brauchen werden. Leider ist die in der Literatur verwendete No-
tation sehr uneinheitlich, und haufig werden auch verschiedene Dinge gleich bezeichnet. Es wurde
jedoch versucht, sich an wenigen Standardwerken zu orientieren, und nur fiir neue Konzepte, die
hauptséchlich natiirlich erst in den folgenden Kapiteln eingefiihrt werden, eine eigene Notation ein-
zufithren. Auf diese Werke sowie auf ausfiihrlichere Einfiihrungen in die Gebiete und auch Beweise
der angegebenen Eigenschaften wird jeweils hingewiesen.

Der Leser kann diese Kapitel also kurz iiberfliegen und im weiteren — mit Hilfe des Indexes —
zum Nachschlagen verwenden. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dafl einige Begriffe der Term-
ersetzungssysteme und insbesondere der beinahe orthogonalen hier in einer ungewohnlichen und
etwas allgemeineren Form als {iblich definiert werden, was sich bei ihrer spdteren Verwendung als
niitzlich erweisen wird.

Viele Abhéngigkeiten definierter Begriffe von anderen Begriffen werden durch entsprechende Indizes
ausgedriickt. So ist beispielsweise = die Reduktionsrelation eines Termersetzungssystemes R.
Im weiteren Gebrauch werden diese Indizes jedoch oft weggelassen (—— ). Sie ergeben sich dann
aus dem Zusammenhang.

2.1 Allgemeines

Die Grundlagen der ,,naiven“ Mengentheorie, wie sie von Georg Cantor geprigt wurden, werden
als bekannt vorausgesetzt. Jedoch ist dieser Mengenbegriff problematisch, da seine konsequente
Durchfithrung zu Widerspriichen fiithrt. In dieser Arbeit erscheinen einige ,,Kollektionen von Ob-
jekten®, deren Bezeichnung als Mengen genau zu diesen Widerspriichen fithren wiirde. Diese werden
darum Klassen genannt. Jede Menge ist auch eine Klasse, jedoch nicht umgekehrt. Auf Klassen
kénnen nicht mehr alle Operationen der ,naiven Mengenlehre angewendet werden.

Konkret betrifft dies hier die in 2.3 eingefiihrten Algebren. Vereinfacht gesagt besteht eine Algebra
aus einer beliebigen nicht-leeren Menge A und einer bestimmten Abbildung «. Die Kollektion aller
3-Algebren Algy, ist eine Klasse aber keine Menge, denn wire sie eine Menge, ergébe sich folgende
Variante von Russels Paradoxon:

Definiere R := {2 = (A,a) € Algy, | A ¢ A}. Ist nun eine Algebra (R,ar) € R? Wenn ja, so
folgt aus der Eigenschaft aller Element der Menge R, dafl (R, ag) ¢ R. Wenn nein, so muf nach
Definition (R, ag) € R sein. Beide Moglichkeiten fithren also zu Widerspriichen.

Hier soll jedoch nicht weiter darauf eingegangen werden. Eine Einfithrung in die axiomatische
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Mengentheorie befindet sich im Anhang 1 von [We92], eine ausfiihrliche Darstellung in [Shoen77].

Im weiteren bezeichnet IN die natiirlichen Zahlen, IN; die positiven natiirlichen Zahlen, [n] die
Zahlenmenge {i | 1 <i < n}, IB die Menge der Wahrheitswerte tt und ff, P(M) die Potenzmenge
einer Menge M und M* die Menge aller (endlichen) Worter iiber dem Alphabet (der Menge) M.
Seien A und B Mengen. Ist ¢ eine (totale) Abbildung von A nach B, so schreiben wir ¢ : A—B;
ist ¢ eine partielle Abbildung von A nach B, so schreiben wir ¢ : A » B. Jede totale Abbildung
ist natiirlich auch eine partielle Abbildung. Wir ziehen hier iibrigens den Begriff ,, Abbildung* dem
Begriff ,,Funktion“ vor, da letzterer im Bereich der Programmiersprachen ein duflerst vieldeutig
verwendeter Begriff ist. Ist ¢ : A—B oder ¢ : A » Bund T C A, so verwenden wir ¢(7T) := {¢(a) |
acT}.

Eine Menge M heifit genau dann abzihlbar, wenn eine surjektive Abbildung ¢ : IN—M existiert,
sie also hochstens soviele Elemente wie IN besitzt. Eine Menge M heifit genau dann aufzdhlbar,
wenn eine berechenbare surjektive Abbildung ¢ : IN—M existiert (§2.2 in [Hermes78]).

2.2 Halbordnungen
Im folgenden werden Halbordnungen und die zugehérigen Begriffe eingefiihrt (vgl. [Ind90], [We92]).

Eine Halbordnung 2 = (A, <y) besteht aus einer nicht-leeren Menge A und einer Relation <o C
A x A mit den 3 Eigenschaften:

o Reflexivitit: a <y a
e Antisymmetrie: a <g bAb<gqa =— a=0>
o Transitivitit: a <q bAD<g¢c — a <y ¢

Ist T C A, a € A, soschreiben wir T < a:=Vie A t<aunda <T:& Viec A a<t
Wir schreiben a < b & a<bAa#b a>b < b<aunda>0b & b < a Aulerdem
verwenden wir noch die Symole <, C, < und deren Abwandlungen fiir Halbordnungsrelationen.
Auch die Teilmengenrelation C ist eine Halbordnungsrelation.

Eine Halbordnung 148t sich durch ein Hasse-Diagramm veranschaulichen, wie im folgenden fiir
die flache Halbordnung (A,,<) (A; ={l,a1,a2,...},a<b & a= 1 oder a ="b) gezeigt:

al a9 as aq

Ist B = (B,<g) eine Halbordnung und A eine Menge, so ist die kanonische Halbordnung des
Abbildungsraums (Funktionsraums), ¢ := ((A—B), <¢), gegeben durch die punktweise Ordnungs-
relation

¢ Ze ¥ = Va€ A p(a) <p Y(a).

Sind A und B Mengen, so ist die kanonische Halbordnung der partiellen Abbildungen, € := ((4 »
B), <¢), gegeben durch

Y Ze b <= Va € A. ¢(a) undefiniert V ¢(a) = ¥(a).

Ist A = (A, <) eine Halbordnung und 7' C A eine beliebige Teilmenge, so heifit a € A genau dann
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e obere Schranke von T, wenn T < a;
e kleinstes Element von 7', geschrieben Ming(7"), wenn a € T'und a < T

e kleinste obere Schranke von 7', geschrieben | |y 7', wenn es kleinstes Element der Menge
{b€ A|T < b} aller oberen Schranken von T ist.

Sind A = (A, <q),B = (B, <) Halbordnungen, so heifit die Abbildung ¢ : A — B genau dann
monoton, wenn
a<gd = ¢(a) <s p(a)

fiir alle a,a’ € A.
Ist A = (A, <) eine Halbordnung, dann heifit eine Teilmenge 7' C A genau dann gerichtet, wenn
Va,beT.dceT.a<cNb<c
Ein Spezialfall der gerichteten Teilmengen sind die total geordneten Ketten K C A mit:
Va,be K.a<b V b<a

Nicht-leere Ketten K mit abzdhlbar vielen Elementen werden w-Ketten genannt und lassen sich
auch als Folge schreiben:

K = (a;)ieny mit ag < a3 < ag <

Monotone Abbildungen erhalten die Gerichtetheit bzw. die Ketteneigenschaft, d.h. ist 7' gerichtet
(Kette) und ¢ monoton, so ist ¢(7") gerichtet (Kette).

Eine Halbordnung 2 = (A, <) heifit genau dann w-vollstindig , wenn jede abzéhlbare gerichtete
Menge T' C A in A eine kleinste obere Schranke hat, d.h. | |1 existiert und | |T € A. Schon
dquivalent dazu ist die Eigenschaft, daf jede abzihlbare Kette K C A eine kleinste obere Schranke
in A besitzt. Diese Aquivalenz wird in [Mar76] bewiesen und beruht auf folgender Idee: Jede Kette
ist eine gerichtete Menge, und umgekehrt 148t sich zu jeder abzihlbaren gerichteten Menge T =
{ap,a1,as,...} eine abzidhlbare Kette K = {ag,|{ao, a1}, U{U{ao,a1},az2},... mit [T = |JK
konstruiert.

Da insbesondere T = () bzw. K = () sein kann', besitzt jede w-vollstindige Halbordnung 2 ein
kleinstes Element 1y := || € A. Wenn 2 sich aus dem Zusammenhang ergibt, wird oft auch
nur | geschrieben.

Flache Halbordnungen sind immer w-vollstdndig.

Ist M eine Menge, so ist (P(M), C) eine w-vollstindige Halbordnung mit (JT als kleinster oberer
Schranke einer beliebigen(!) Teilmenge T € P(M).

Ist 2 = (A, <) eine w-vollstindige Halbordnung und B eine Menge, so ist die kanonische Halbord-
nung des Abbildungsraumes, ((B—A), =), w-vollstindig, wobei fiir beliebige abzihlbare gerichtete
Mengen T' C (B—A) die kleinste obere Schranke | |T" durch

D) =] [{e®) ¢ T}

In der Literatur werden gerichtete Mengen und Ketten oft als nicht-leer definiert. In diesem Fall wird fiir die
w-Vollsténdigkeit zusétzlich die Existenz eines kleinsten Elementes gefordert.
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fiir alle b € B gegeben ist.

Ist (A, <) eine Halbordnung, so heifit eine Menge 7' C A genau dann kofinal in eine Menge 7" C A,
wenn Vit € T. 3t € T'. t < t'. Ist T kofinal in 7" und T” kofinal in T', so heiflen T und 7" gegenseitig
kofinal.

Lemma 2.1 Kofinalitit und kleinste obere Schranken
Sei (A, <) eine w-vollsténdige Halbordnung und M, M, T, T’ C A, wobei T und T" gerichtet und
abzéhlbar seien. Es gilt:

1. M C M' = M kofinal in M’.

2. M kofinal in T — M < [|T.

3. T kofinal in T = [T <|]T.

4. M und T gegenseitig kofinal = | | M existiert und | |M = | |T.
5. T und T’ gegenseitig kofinal = | |T =||T".

Beweis:

1. Trivial.

2. Sei a € M beliebig. Da M kofinal in T, existiert ' € T' mit a < a’. Es ist @’ < | |T und somit
a<|JT.

3. Folgt aus Aussage 2, weil | |T” die kleinste obere Schranke von T” ist.

4. Nach Aussage 2 ist M < ||T, || T also eine obere Schranke von M. Sei ¢ eine beliebige obere
Schranke von M, d.h. M < ¢. Da T kofinal in M ist, ist T < ¢. Es folgt | |T < ¢. Also ist
| |T" auch die kleinste obere Schranke von M.

5. Folgt direkt aus Aussage 4.

d

Seien A = (A, <q),B = (B, <gp) w-vollstdndige Halbordnungen. Eine Abbildung ¢ : A—B heifit
genau dann w-stetig, wenn fiir alle w-Ketten K C A die kleinste obere Schranke von ¢(K) existiert
und | |p(K) = ¢(| K) ist.

Die Menge aller w-stetigen Funktionen ¢ : A—B wird mit [A— B] bezeichnet. Wir hétten in der
obigen Definition auch nicht-leere abzihlbare Ketten oder nicht-leere abzihlbare gerichtete Mengen
betrachten kénnen, ohne den definierten Begriff w-Stetigkeit zu verédndern.

Es ist jedoch zu beachten, dafl diese Mengen nicht-leer sind, denn andernfalls miifite

(L) =e( O =[]e@) =] ]0=1

sein. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft heifit strikt. Fiir w-Stetigkeit wollen wir Striktheit
jedoch nicht fordern.
Jede w-stetige Abbildung ¢ ist monoton, denn wenn a < o, ist ¢(a’) = ([ {a,d'}) =
LI{p(a), p(a’)} und somit p(a) < p(a’). Monotone Abbildungen iiber flachen Halbordnungen sind
auch immer w-stetig.



2.2. HALBORDNUNGEN 13

BEMERKUNG 2.1: w-Stetigkeit und Monotonie

In der Literatur wird in Definitionen der w-Stetigkeit die Monotonie meistens vorausgesetzt. Die Fxi-
stenz von | | p(K) ist damit direkt gegeben, und es mufl nur noch die Gleichheit | | p(K) = (| K)
gefordert werden. Diese Definition ist dquivalent zu der gegebenen, erweckt aber den Eindruck,
strenger zu sein. Beim Beweisen der w-Stetigkeit einer Abbildung erweist sich unsere Definition
auch als praktischer, da andernfalls die Monotonie und die Gleichheit | Jo(K) = ¢(| ] K) in zwei
getrennten, aber sehr #hnlichen Beweisen gezeigt werden miifiten. O

Sind A = (A, <g),B = (B, <) w-vollstindige Halbordnungen, so ist der Abbildungsraum der w-
stetigen Abbildungen, [A—B] := ([A—B], <), mit der kanonischen punktweisen Ordnungsrelation
= eine w-vollstdndige Halbordnung.

Sein ¢ eine Abbildung von einer Menge A in sich selbst. Ein Element a € A mit p(a) = a heifit ein
Fixpunkt von ¢. Die denotationellen Semantiken, die wir spéter definieren werden, basieren alle
auf dem folgenden zentralen Satz:

Satz 2.2 Fixpunktsatz von Tarski
Sei 2 = (A, <) w-vollstidndig und ¢ : A — A w-stetig. Dann besitzt ¢ einen kleinsten Fixpunkt
in A, nadmlich

Fix(y) := U{ng(L) | i € IN}.

Beweis:
Anhang B.4 in [Fie&Har88|, Abschnitt 1.5.2 in [We92]. O

Bisher wurden nur Abbildungen mit je einem Argument betrachtet. Die Begriffe Monotonie und w-
Stetigkeit lassen sich jedoch auch auf mehrstellige Abbildungen kanonisch fortsetzen, ohne dafl diese
als einstellige Abbildungen mit einem kartesischen Produktraum als Definitionsbereich aufgefaft
werden miissen.

Seien (A1, <1),...,(A4n, <p) und (A, <) w-vollstindig. Die Funktion ¢ : A1 x Ay x ... x A, — A
ist w-stetig

gdw. Vi € [n]. Vw-Ketten T; C A;

o1y, | | Tw) = |o(T1, ..., Ty)
gdw. Vaj € Ay, ...,ay € Ay. Vi € [n]. Vw-Ketten T; C A;
olat,...,a;—1, |_|Ti, i1y -eyQp) = |_|<p(a1, ces @1, T @1,y - 2 an).
Die Monotonie mehrstelliger Abbildungen ergibt sich analog.

Sei & = (A, <) eine w-vollstindige Halbordnung. Ein Element a aus A heiit genau dann w-
kompakt, wenn fiir jede w-Kette K C A

a§|_|K — Jd eK. a<d

Fiir jedes Element a von A heifit ein w-kompaktes Element @’ von A mit a’ < a endliche Appro-
ximation von a und wir definieren

Fin(a) := {d' € A|d <aund d ist w-kompakt}
Fin(T) := | J{Fin(d') |d' € T} fir T C A
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Fin(A) ist somit die Menge aller w-kompakten Elemente von A.

A heiflt genau dann w-induktiv, wenn fiir jedes Element a von A eine w-Kette K C A von
w-kompakten Elementen mit a = | | K existiert, d.h. jedes Element durch eine Kette endlicher
(w-kompakter) Elemente approximierbar ist.

Die Halbordnung der natiirlichen Zahlen mit oo, (IN U {oco}, <), ist w-induktiv. Es ist
Fin(IN U {oc}) = IN, und es gilt | [{0,1,2,...} = oc.

Fiir jedes Element a einer w-induktiven Halbordnung gilt @ = | |Fin(a).

Fiir w-induktive Halbordnungen gilt auch die Umkehrung des Lemmas 2.1 iiber Kofinalitdt und
kleinste obere Schranken: Sind 7,7’ C A abzihlbare Ketten und besteht T nur aus w-kompakten
Elementen, so impliziert | |T < | |T”, da8 T kofinal in T” ist.

Alle im weiteren betrachteten w-vollstdndigen Halbordnungen sind w-induktiv, auch wenn dies
meistens nicht explizit erwdhnt wird.

BEMERKUNG 2.2: w-Vollstandigkeit und w-Stetigkeit

In der Literatur iiber Halbordnungen (insbes. [Mar76], [Cou80]) werden neben den hier definierten
abz#hlbaren gerichteten Mengen, abzidhlbaren Ketten und w-Ketten noch viele weitere Systeme von
Teilmengen des Trigers A einer Halbordnung (A, <) betrachtet, z.B.:

| FMengen = nicht-leere Mengen
|l,-Mengen | FMengen einer Kardinalitéit kleiner-gleich o
A-Mengen gerichtete Mengen
Aqo-Mengen = A-Mengen einer Kardinalitdt kleiner-gleich «

®-Mengen = nicht-leere Ketten

®,-Mengen = &-Mengen einer Kardinalitéit kleiner-gleich «

| FMengen = | J-Mengen, die jeweils eine obere Schranke in A besitzen

PC-Mengen = | J-Mengen, in denen jedes Elementenpaar eine obere Schranke in A besitzt.

Es wird dann Z-Vollsténdigkeit und Z-Stetigkeit (Z = |],|],, 4, ...) fiir diese Mengen anstelle
der von uns verwendeten (nicht-leeren) abzihlbaren gerichteten Mengen definiert. In dem schon
erwidhnten [Mar76] wird in Theorem 1 & Corollary 1 bewiesen, dafl | |,-Vollstdndigkeit und ®,-
Vollstandigkeit fiir eine feste Kardinalitit o dquivalent ist.

Die von uns definierte w-Vollstédndigkeit und w-Stetigkeit ist die Schwéchste all dieser Variationen.
In der Literatur iber Semantiken funktionaler Programmiersprachen werden haufig A-Vollsténdig-
keit und A-Stetigkeit verwendet, da diese in der Mathematik am geldufigsten sind. Benotigt, und
deshalb auch hier verwendet, werden jedoch nur w-Vollstdndigkeit und w-Stetigkeit. Der zentrale
Fixpunktsatz von Tarski setzt nur diese voraus. Auflerdem kann man vage formulieren, dafl bei der
Definition von Semantiken von Programmiersprachen nur aus Berechnungen hervorgehende Mengen
betrachtet werden miissen, die prinzipiell abzidhlbar (genaugenommen nur aufzihlbar) sind.

Alle im weiteren betrachteten w-vollstindigen Halbordnungen sind jedoch auch A-vollsténdig (und
die w-stetigen Abbildungen auch A-stetig), da alle diese Halbordnungen nur abzihlbare Ketten
besitzen, und die Begriffe somit zusammenfallen. O

2.3 Algebren

Algebren und die dazugehorigen elementaren Begriffe der universellen Algebra werden in fast jeder
Abhandlung {iber rekursive Funktionsschemata oder Termersetzungssysteme definiert. Fiir eine
ausfiihrlichere Behandlung siehe [Ind90] oder [We92].
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In [ADJ77] werden zum ersten Mal Algebren und Halbordnungen zu geordneten, w-vollstdndigen
Algebren zusammengefiigt. Diese sind inzwischen als Basis vieler denotationeller Semantiken allge-
mein akzeptiert ([Cou90]). Eine ausfiihrliche Darstellung, insbesondere der algebraischen Grundla-
gen, mit vielen Beispielen findet sich in [We92].

2.3.1 Algebren

Eine Signatur ist eine Menge 3, deren Elemente Operationssymbole genannt werden, zusammen
mit einer Abbildung ¢ : ¥—IN, der Stelligkeitsfunktion, die jedem Operationssymbol f € X
seine Stelligkeit o(f) zuordnet. Im folgenden werden wir die Stelligkeitsfunktion ¢ nicht mehr
explizit erwihnen. Stattdessen schreiben wir f(" fiir ein Operationssymbol f der Stelligkeit 7 und
¥, = {f™ € %} fiir die Menge aller n-stelligen Operationssymbole. Es ist ¥ = (J,c Zn. Die
0-stelligen Operationssymbole werden auch Konstanten genannt.

Ist A eine Menge und n € IN, so heifit eine totale Abbildung f : A”— A n-stellige Operation auf
A. Wir verwenden die Bezeichnungen:

Ops,(4) = {f[[:A"=A}
Ops(A) = U Ops,,(4)
nelN

Eine (2-)Algebra 2 = (A, ) besteht aus einer nicht-leeren Menge A, dem Tréger oder Univer-
sum, und einer Zuweisung « : ¥—0ps(A), die jedem n-stelligen Operationssymbol f € ¥, eine
n-stellige Operation a(f) € Ops,, (A) zuweist. Statt a(f) schreiben wir auch oft f*. Algy, bezeichnet
die Klasse aller 3-Algebren.

Wenn nicht anders angegeben, bezeichnen wir im folgenden den Tréger einer Algebra 2 immer mit
A, den von B mit B, den von 2’ mit A’ usw. Allerdings werden die Grobuchstaben A, B, ... auch
noch fiir diverse andere Zwecke verwendet. Die jeweilige Bedeutung ist dann aus dem Zusammen-
hang ersichtlich.

Sei A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation iiber A. Die Menge aller Elemente, die modulo ~
Adquivalent zu einem a € A ist,
la]~ :=={d € A|d ~a},

2

heifit Aquivalenzklasse? modulo ~ des Repriisentanten a. Die Menge aller Aquivalenzklassen

von A modulo ~,

A/ ~i={lal~ | a € A},

heiffit Quotientenmenge von A modulo ~.
Sei 2 eine ¥-Algebra und ~ eine Kongruenz iiber 21. Die 3-Algebra

Ql/ ~i= <A/ Nva/ N>7
mit
£ () an]~) = [P (ars 0 an)]~
fiir alle ay,...,a, € A, f™ € ¥ heit Quotientenalgebra (Faktoralgebra) von 2 modulo ~.

2Der Begriff ,Klasse“ ist hier aus traditionelle Griinden leider unvermeidbar. Natiirlich sind Aquivalenzklassen
Mengen.
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Seien A, B € Algy, Algebren. Eine Abbildung h : A— B heifit genau dann Homomorphismus von
2A nach B, geschrieben h : A—%B, wenn h mit den Operationen kompatibel ist, d. h.

h(f*(ay,...,an)) = f2(h(a1),...,ha,))

fir alle ai,...,a, € A, f™ € X.

Ein bijektiver Homomorphismus A von 2 nach 9B heifit Isomorphismus. 20 und %8 heiflen dann
isomorph. Natiirlich ist in diesem Fall auch h~! ein Isomorphismus.

Sei K eine Klasse von X-Algebren und X C A fiir eine Algebra 2 € K. 2 heifit genau dann frei
in K relativ zu X, wenn sich jede Abbildung ¢ von X zu einer Algebra % aus K in eindeutiger
Weise zu einem Homomorphismus @ : 2—9 fortsetzen lift, also @|x = ¢ ist. Ist X = (), so heifit
2 initial in K. In diesem Fall existiert zu jeder Algebra B € K genau ein Homomorphismus
heg @ A—DB.

Alle relativ zu einer festen Menge X freien und alle initialen Algebren einer Klasse K sind jeweils
isomorph. Daher unterscheiden wir im weiteren oft nicht mehr zwischen ihnen und sprechen nur
noch von der initialen Algebra einer Klasse B.

Wir sprechen von absolut freien ¥-Algebren und absolut intialen 3-Algebren (bzw. der
absolut ...), wenn K = Algy..

2.3.2 Geordnete Algebren

Sei (A, <) eine Halbordnung und (A4, a) eine ¥-Algebra mit demselben Triger, so dafl alle Opera-
tionen a(f), f € X, monoton bzgl. der Halbordnung sind. Dann heifit 2 := (A, <, «) geordnete
(X-)Algebra. Eine geordnete Algebra kann sowohl alleine als Algebra als auch als reine Halbord-
nung betrachtet werden, wobei jeweils < oder « ignoriert werden.

Die Menge aller geordneten X-Algebren zu einer festen Halbordnung (A, <) wird mit
Algs,(A, <) bezeichnet. Fiir diese Menge ist die kanonische Halbordnung geordneter X-
Algebren, (Algs(A, <),C), definiert durch?

AL B = Vfe X fA<f?

Fiir zwei geordnete Algebren 2 und B wird ein monotoner Homomorphismus von 20 nach 9B auch
Morphismus genannt.

Eine geordnete Y-Algebra 2 = (A, <,a) heit genau dann w-vollstindige 3-Algebra?, wenn
(A, <) w-vollsténdig und alle Operationen f2, f(") € ¥, w-stetig beziiglich der Halbordnung sind,
d.h. f* € [A"—A]. Die Klasse aller w-vollstéindigen X-Algebren wird durch Algsy | bezeich-
net. Die im néchsten Abschnitt definierte Algebra der unendlichen, partiellen Terme stellt ein
Beispiel fiir w-vollstandige Algebren dar.

Seien 2, % € Algs’ | . Ein strikter, w-stetiger Morphismus von A nach B wird w-Morphismus
genannt. Man beachte, dal aufgrund der geforderten Striktheit Lo auf 1y abgebildet wird. Bei
der Betrachtung von w-vollstdndigen Algebren beziehen sich im weiteren die Begriffe Isomorphie,
Freiheit und Initialitit auf die w-Morphismen und nicht auf die allgemeineren Homomorphismen.

3= ist die kanonische Ordnungrelation der Operationen (iiber A) zur Ordnung (A, <).
*In der Literatur, zum Beispiel [ADJ77], werden w-vollstéindige ¥-Algebren auch w-stetig genannt.
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2.4 Terme

Terme (erster Ordnung) bilden die Grundlage fiir Termersetzungssysteme und funktionale Pro-
grammiersprachen (erster Ordnung). Daher werden sie und die zugehorigen Standardoperationen
in fast allen entsprechenden Literaturwerken definiert (z. B. [Der&Jou90], [Huet&Lévy79], [We92]).
Wir haben uns hier an der Notation von [Hof&Kut89] orientiert.

Unendliche Terme, auch Béume genannt, werden in [Gue81] und [We92] fiir die Semantik von Pro-
grammen und Programmiersprachen eingesetzt. Eine ausfiihrliche Darstellung ihrer Eigenschaften
ist [Cou83].

2.4.1 Terme

Eine Variablenmenge ist eine abzidhlbare Menge, die disjunkt zu allen verwendeten Signaturen
ist. Im folgenden sei X eine Signatur mit mindestens einer Konstanten und X eine Variablenmenge.

Die Menge der (¥-)Terme iiber X, Tx(X), ist induktiv definiert als die kleinste Menge mit
e X € Ty(X) und
o fMeN ty, .ty € Ts(X) = f(t1,...,tn) € Tx(X).

Bei Konstanten a € ¥y schreiben wir anstelle von a() meistens a. ¢ € Ty(X) heifit X-Term
iiber X oder auch schlicht Term. Ein variablenfreier Terme ¢ € Tx()) heifit (3-)Grundterm.
Ty, := Tx(0) ist die Menge der (X¥-)Grundterme.

Die ¥-Termalgebra 75(X) := (Tx(X), 7) ist gegeben durch die Zuordnung 7:

()t tn) = f(t1, .. tn)
(f(n) €Y, ty,...,ty € Tn(X)). Ty := Tx(0) heifit X-Grundtermalgebra.

7Tx(X) ist absolut frei relativ zu X und 7y ist absolut initial. Wir unterscheiden nicht zwischen
isomorphen Y-Algebren und fassen daher im weiteren 75 (X) als die relativ zu X absolut freie und
Ts. als die absolut initiale ¥-Algebra auf. Auch wenn wir meistens die oben definierte Prafixnotation
mit Klammern fiir Terme verwenden, sind wir nicht an diese gebunden. Wir kénnen beispielsweise
auch graphische Darstellungen, die Infixnotation oder die im weiteren definierte Darstellung als
Abbildungen von Stellen verwenden. Wir besitzen somit eine abstrakte Syntax von Termen, die
allein auf algebraischen Eigenschaften beruht (vgl. mit der Einfithrung von [ADJ77]).

Die endliche Menge der in einem Term t € Tx(X) vorkommenden Variablen, Var(¢), ist
induktiv definiert durch

o Var(z) :={z}, x € X,
o Var(f(t1,...,tn)) := Var(t;) U...U Var(t,).

Fiir Grundterme ¢t € Ty, ist somit Var(¢) = ), und es gilt natiirlich fiir alle Terme ¢t € Tx(Var(t)).

Gegeben seien noch die endliche Variablenmenge Y = {y1, ..., y,} und die Variablenmenge Z. Eine
Abbildung ¢ : Y—Tx(Z) heift Substitution. Eine Substitution o mit o(y;) = ¢; fiir alle i € [n]
wird dargestellt durch

o=1[t1/y1,- - tn/Yn]-
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Ist o(y) =t fur alle y € Y, so schreiben wir auch
o=[t/Y].

Eine Substitution ¢ : Y —Ty, heifit Grundsubstitution.
Ist Y, Z C X, so laBt sich eine Substitution ¢ : Y —Tx(Z) kanonisch fortsetzen zu ¢ : X —-T5(X)
mit

v ) oolx) falsyeY

o(z) = { x , andernfalls

a(x) = o(x) e X
o(f(tr,-. o tn)) = f(o(t1),...,6(tn)).

Wir schreiben immer nur o fiir & und . Auflerdem schreiben wir die Applikation einer Sub-
stitution grundsétzlich in Prifixschreibweise; d.h. yo anstelle von o(y). Oft schreiben wir auch
o : X—Tx(Z), obwohl die Substitution ¢ nur auf einer endlichen Teilmenge von X ungleich der
Identitét ist.

Fiir alle Terme t € Tx(X) und Grundsubstitutionen o : Y —Tyx mit Var(t) C Y gilt to € Tx. Fiir
alle Terme ¢ € Tx(X) und Substitutionen o : Y =Tx(Z) (Y, Z C X) ist to = t0|varr) = 10 |var(t)ny -
to heifit Instanz des Terms t. Ist to € Ty, so heiflit es Grundinstanz von ¢.

Zwei Terme t,t' € Tx(X) heifien genau dann unifizierbar, wenn zwei Substitutionen o, o’ :
X —Tx(X) mit to = o’ existieren.®

Eine Liste von positiven natiirlichen Zahlen heifit Stelle. IN’, ist somit die Menge aller Stellen.
Die Menge der in einem Term t € Tx(X) vorkommenden Stellen (Occurences), Occ(t) C
IN* , ist die kleinste Menge mit

e ¢ € Occ(t) und
o t = f(t1,...,tn),u € Occ(t;),i € [n] = i.u € Occ(t).
Der Teilterm von t € Tx(X) an der Stelle u € Occ(t), t/u, ist gegeben durch

t/e =t
flt1, .. ty)/iw = t;/u i€ [n]

Der durch das Einsetzen von t' € Tx(X) an der Stelle u € IN”, in t € Tx(X) entstehende
Term t[u < t'] ist definiert durch

tle — t'] =t
flt, . tp)iu—1t] = f(t1,...,tilu—"t],....tn) , i€ n]
tlu — '] =t , andernfalls, d.h. u ¢ Occ(t).

Wir definieren zwei Halbordnungen fiir Stellen: Die Préfixordnung (N7, <) ist gegeben durch

u<v = JwelN_. vw=v

5Anstelle der iiblichen einen Substitution verwenden wir zwei: ¢ und ¢’. ¢ und ' kénnen gemeinsame Variablen
besitzen (Var(t) N Var(t') # (), aber in unseren Anwendungen der Unifikation sind die Variablen in beiden Termen
voneinander bedeutungsunabhéngig.
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und die lexikalische Ordnung (IN., <j.) durch
U<iex v <= uw<oVIwu, v elNL. i, jeNy i <jAu=wiu Av=wju

Anschaulich bedeutet in einer Baumdarstellung von Termen u < v, daf sich u oberhalb (auBerhalb)
von v befindet, und u <jex v, dafl u oberhalb oder links von v liegt.

Die Préfixordnung bestimmt die Abhéngigkeit von Stellen. v und v heiflen genau dann vonein-
ander abhingig, wenn u < v oder v < u. Entsprechend heiflen v und v genau dann voneinander
unabhingig, geschrieben w || v, wenn sie nicht voneinander abhingig sind. Sind U,V C IN%
Stellenmengen, so schreiben wir

e ul|V <= YweV. ulv

e U||V <= YuelUul||V

2.4.2 Unendliche Terme

Eine partielle Abbildung von Stellen nach Operationssymbolen und Variablen, ¢ : N} - ¥ U X,
heifit genau dann unendlicher (X-)Term iiber X (¥-Baum iiber X '), wenn ihr Definitionsbereich
Occ(t) die folgenden Eigenschaften hat:

o ¢ € Occ(t)

e Occ(t) ist prifix-abgeschlossen, d. h.

Vu,v € IN?. w.v € Oce(t) = u € Occ(t)

e Die Stelligkeit der Signatursymbole wird beachtet, d. h.

Vu € Oce(t). (t(u) € £, = Vi € N4. (u.i € Occ(t) < i € [n])) A
(t(u) € X = Vi € INt. u.i ¢ Occ(t))

Die Menge aller unendlichen (X-)Terme iiber X wird mit T$Y(X) bezeichnet. T := T (0)
ist die Menge aller unendlichen (X-)Grundterme.
Die ¥-Algebra unendlicher Terme 7°(X) = (T (X), 7%°) ist gegeben durch die Zuordnung
T
Occ(®(f)(t1, .- tn)) = {e} U {iu; | i€ [n],u; € Occ(t;)}
o o f yfallsu =€
(T () estn))(w) = { ti(u) , falls u =i/, i € [n]

720 := T3°(0) heifit X-Algebra der unendlichen Grundterme.

Sei nun L ¢ X U X eine neue, ausgezeichnete Konstante. TS | (X) := T3, {l}(X) heifit Menge
der partiellen, unendlichen (X-)Terme iiber X.

Fiir partielle, unendliche ¥-Terme iiber X ist die kanonische Halbordnung (T, (X), <) defi-

niert durch
Occ(t) C Oce(t') A
Vu € Oce(t). t(u) # L = t(u) =t'(u)

(T§7, (X), 9) ist die kleinste Halbordnung auf TSY, (X)),

t<t =
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o fiir die L das kleinste Element ist, d. h.

Vi e TS, (X). L <t

e und die invariant ist, d. h.

<t = tu—t] Qtju—t"]

Die kanonische Halbordnung ist w-vollstindig, wobei die kleinste obere Schranke einer abzidhlbaren
gerichteten Menge 7' C T§ | (X) gegeben ist durch

Occ(|_|T) = UOCC(T)

o [ Lfallst/(u)=feXUX fireint' €T
(I—l T)(u) = { L falls #/(u) = L fiir alle ¢/ € T mit u € Occ(t)

Somit ist 7% (X) = (T§ | (X), I, 7°°) eine w-vollsténdige X-Algebra.

T3° (X) ist sogar frei relativ zu® X in Alg®, und 759 := 75° (0) initial in Algs ). Auch hier
wollen wir nicht zwischen isomorphen Algebren unterscheiden und fassen daher 7% (X) als die
relativ zu X freie und 737 als die initiale Algebra in Algsy, auf. ’

Es gibt eine direkte Korrespondenz zwischen den Termen iiber X, Tx(X), und den unendlichen
Termen iiber X mit endlichem Definitionsbereich Occ(t), T4 (X) € T (X). Da die zugehérigen
Algebren 75 (X) und (T%(X),7>°) isomorph sind, wird auch nicht zwischen ihnen unterschieden,
und Terme iiber X konnen somit auch als Abbildungen mit den in ihnen vorkommenden Stellen als
Definitionsbereich aufgefa$t werden. Alle definierten Mengen von Termen sind somit letztendlich
Teilmengen von TS, (X).

Eine Ubersicht einiger Termbezeichnungen:

Ty - total, endlich

Tx 1 - partiell, endlich

TS - total, unendlich

T%‘f n - partiell, unendlich
Ty 1 \Ts - echt partiell, endlich
T®\ Ty - total, echt unendlich

Gleiches gilt natiirlich auch fiir Terme iiber X. Die obigen Bezeichungen entfallen jedoch h#ufig,
genauso wie wir auch Grundterme oft einfach Terme nennen.

Die Menge der in einem unendlichen Term ¢ € TS, (X) vorkommenden Stellen, Occ(t), ist schon
als dessen Definitionsbereich definiert.
Das Symbol an einer Stelle u € Occ(t) in einem Term t € T§  (X), t(u), ist natiirlich
insbesondere auch fiir endliche Terme ¢t € Tx(X) gegeben.
Die Menge der Stellen eines Terms t € TS| (X) an der ein Symbol g € ¥ UX U {L}
steht ist definiert durch

Occ(g,t) := {u € Occ(t) | t(u) = g}

SMan beachte, daB8 X hier nicht die Variablenmenge bezeichnet, sondern die Menge der partiellen, unendlichen
Terme, die nur aus einer Variablen bestehen, {(¢ +— z) | x € X}. Dies erschwert natiirlich den Vergleich mit der
Algebra 75 (X), die absolut frei relativ zu der Variablenmenge X ist. Eine saubere, aber auch aufwendigere Definition
der Freiheit einer Algebra findet sich in Abschnitt 3.2.2 von [We92].
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Kommt jede Variable in einem Term ¢ € TS (X) hochstens einmal vor, d. h. ist
|Oce(z,t)] <1

fiir alle x € X, so heifit ¢ linear.
Der unendliche Teilterm von ¢t € TS| (X) an der Stelle u € Occ(t), t/u, ist gegeben durch

Occ(t/u) := {ve INT |uve Occ(t)}
(t/u)(v) = t(uw)

Der durch Einsetzen von t' € TS| (X) an der Stelle u € IN?, in t € T§, (X) entstehende
unendliche Term t[u < '] ist definiert durch

Occ(tlu — ¢']) = {uw|ve Oce(t')} U {w € Oce(t) | u £ w}
; v o t'(w) , falls v = w.w fiir ein w € Oce(t)
v = #]() o t(v) , andernfalls

Fiir endliche Terme ¢t € Tx(X) stimmen die Definitionen mit den vorher gegebenen, einfacheren
Definitionen iiberein. Man beachte, dafl wir Var(¢) und Substitutionen nicht fiir unendliche Terme
definieren, da wir stets nur unendliche Grundterme verwenden werden.

Haufig verwenden wir endliche kartesische Produkte von Termen, (t1,...,t,) € (TS, (X))". Wir
schreiben diese meist als Vektor £ := (t1,...,t,), wobei wir immer das gleiche Metasymbol (hier #)
fiir den Vektor ¢ und die indizierten Elemente ¢; verwenden.

Auch fiir diese definieren wir die Menge der in ihnen vorkommenden Stellen:

Oce(t) == {i.u; € IN% | i € [n],u; € Oce(t;)}

Die Definitionen fiir £(u), Occ(f,t), t/u und tJu « t'] ergeben sich kanonisch. Es ist jedoch zu be-
achten, daf ¢ ¢ Occ(t) ist, und daher auch immer zwischen TS ) (X) und (TS, (X ))! unterschieden
werden mu$.

Wihrend Tx(X) und auch Ty | (X) abzéhlbare Mengen sind, besitzen TS (X) und T§ | (X) die
Kardinalitét der reellen Zahlen IR, wenn die Signatur > mindestens zwei 1-stellige oder ein 2-stelliges
Operationssymbol besitzt.

Dies wollen wir durch Beispiele verdeutlichen.

M :={reR |0 <r <1} ist bekanntlich gleich méchtig wie IR, und wir wollen zeigen, dafl auch
M und T§ | (X) gleichméchtig sind, wenn a® 1M o) ¢ 3.

Seir € M, beispielsweise r = 0,1001001 ... in Bindrdarstellung. » wird dann durch den unendlichen
Term 1(0(0(1(0(0(1(...)...) dargestellt.

Sei nun ¢ € TS| (X), zum Beispiel
f \
f 1
‘ / \ \
1 a f
N
/ )
N\
AN

L
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t 148t sich nun ebenenweise mit der Codierung 1 ~ 1, a ~ 2, f ~ 3, 1 ~ 4 und Ebenenwechsel ~ 0
als Zahl 0,3034012301 ... eindeutig darstellen.

Da somit injektive Abbildungen von M nach TS, (X) und von TS, (X) nach M existieren, sind
beide Mengen gleich méchtig.

Man beachte allerdings, daf3 eine Stelle immer eine endliche Liste positiver natiirlicher Zahlen ist,
und die Menge der in einem Term ¢ € T§ | (X) vorkommenden Stellen, Occ(t), abzihlbar ist.

Die w-vollsténdige Halbordnung (T, (X), <) ist w-induktiv. Die w-kompakten Terme sind genau
die endlichen Terme, d.h. Fin(T$ l(X)) = Ty 1 (X). Somit existiert zu jedem unendlichem Term
t € TS| (X) eine w-Kette endlicher Terme, K C Ty, | (X), durch die er approximiert werden kann,
d.h. es gilt dann t = | | K.

2.5 Termersetzungssysteme

Termersetzungssysteme bilden eine Grundlage fiir funktionale Programmiersprachen, algebraische
Spezifikationen und automatisches Beweisen. Dementsprechend handelt es sich um ein bedeu-
tendes, vieluntersuchtes Gebiet. Eine Einfithrung stellen Kapitel 6 und 7 von [Hof&Kut89] dar.
[Huet&Op80], [Klop87], auch [Huet80] und insbesondere [Der&Jou90] sind zusammenfassende Dar-
stellungen des Themas.

2.5.1 Termersetzungssysteme

Ein geordnetes Paar von Termen, welches wir [—r schreiben, mit linker Seite | € Tx(X) und
rechter Seite r € Tx(Var(t)) heifit Termersetzungsregel oder kurz Regel. Eine endliche
Menge R von Termersetzungsregeln ist ein Termersetzungssystem. Eine linke Regelseite heifit
auch Redexschema, und die Menge aller Redexschemata eines Termersetzungssystems R wird
mit RedSg bezeichnet. Fiir I € RedSg und eine Grundsubstitution o : Var(l)—Ty heifit lc Redex
des Termersetzungssystems R. Redp ist die Menge aller Redexe von R, und die Menge aller
Redexstellen eines Terms t € Ty, RedOcc(t) C Occ(t), ist gegeben durch”

RedOcc(t) := {u € Occ(t) | t/u € Redr}

Ein Grundterm t € Ty heifit genau dann an einer Stelle u € Occ(t) durch eine Regel [—r € R
in einem Schritt zu einem Grundterm t’ € Ty reduzierbar, wenn eine Grundsubstitution o :
Var(l)—Ty mit

e t/u=lo und
o ' =tlu«— ro]

existiert.

Man beachte, dafl sowohl o als auch ¢’ durch ¢, u und [—r eindeutig bestimmt sind. Das Tupel A =
(t,u,l—7) heifit dann (elementare), (einfache) Reduktion und wir schreiben 4 = (¢t -=— t)
oder schlicht A = (t —— /).

Wir haben die Reduktion hier nur fiir Grundterme definiert, obwohl sie in der Literatur {ibli-
cherweise fiir beliebige Terme Ty (X) definiert wird. Fiir Berechnungen mit unseren funktionalen
Programmen, die wir in Kapitel 3 definieren werden, bendtigen wir jedoch nur die Reduktion auf

"In der Literatur wird hiufig nicht zwischen den Redexstellen und den Redexen eines Terms unterschieden.
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Grundtermen. Wir verwenden Terme mit Variablen nur in den Termersetzungsregeln. Die allgemei-
ne Definition der Reduktion auch fiir Terme mit Variablen wiirde einige der weiteren Definitionen
unnotig komplizieren.

Sei ¢ eine Menge von Reduktionen, den g-Reduktionen. Wir schreiben eine p-Reduktion A =

t —— t' auch als A =t —— t' oder A =t —— t'. Die p-Reduktionsrelation —— C Ty, x Ty
—r l—r,0 R0 R,0

ist definiert durch

t % t' <= Fu € RedOccgr(t). I(I—r) € R. t HL’I‘Z) t' ist eine o-Reduktion.

Man beachte, daf3 =2 eine Relation ist, und ¢ =5 t' somit sowohl eine Aussage als auch ei-

) )

ne Reduktion (ein Tupel) sein kann. In der Literatur wird diese Unterscheidung meistens vollig
unterlassen.
Eine deterministische p-Reduktionsrelation Ra d.h. bei der fiir jedes t € Tyx hochstens ein

t' € Ty, mit t —— t' existiert, heiit sequentielle g-Reduktionsstrategie.

R0
Genau dann, wenn ¢ o to, to o t3,... elementare p-Reduktionen sind, heifit A =
t1 5 t2 & 5 t3 ... o-Reduktionsfolge. Reduktionsfolgen kénnen hier sowohl endlich als

auch unendlich sein, wihrend in der Literatur oft nur endliche Reduktionsfolgen betrachtet werden
([Huet&LévyT9], [Ber&LévyTT]).

Ist A = (t = t1 —t—ty —2— ... —2 {11 = t') eine Reduktionsfolge und U :=
lLi—r la—r2 ln—=rn
{u1,...,u,} C RedOccp(t) eine Menge voneinander unabhiéingiger Redexstellen des Terms ¢, so

heiBt A" := (t, {{u;,li—r;) | i € [n]}) (elementare), (parallele) Reduktion und wir schreiben

A =t %» t'. Aus obigem folgt t/u; = l;0; fiir Substitutionen o;, und daf

t' = tlu; «— rio; | i € [n]] = tluy «— ro1] ... [up — rpoy]

Aufgrund der gegenseitigen Unabhéngigkeit der Redexstellen ist die Reihenfolge der w; bzw. der
elementaren, einfachen Reduktionen irrelevant. Man beachte, dafl auch U = () und somit ¢ = ¢’ sein
kann.

Die parallele g-Reduktion A’ =t RLQ» t', die parallele g-Reduktionsrelation R die

parallele p-Reduktionsstrategie und die parallelen g-Reduktionsfolgen ergeben sich analog
zu oben.

In allen obigen Bezeichnungen entfillt g, wenn ¢ die Menge aller einfachen Reduktionen bzw. aller
parallelen Reduktionen ist.

Sei T' eine Menge und —— C T x T eine beliebige zweistellige Relation iiber 7. Die reflexive
und transitive Hiille von — wird mit %» bezeichnet, die reflexive, transitive und
symmetrische Hiille mit <—Z—>

Ein Element ¢ € T heifit genau dann g-Normalform, wenn kein ¢ € T mit ¢ — t' existiert.

t' € T heifit genau dann go-Normalform von t € T, wenn ¢ %» t und t' eine p-Normalform ist.

Ist die Normalform eindeutig, so schreiben wir ¢ |, := t.
—— heiBt genau dann stark konfluent, wenn fiir alle ¢, t',t" € T mit t — t'und ¢ — t" ein

t € T existiert, so dafl ¢/ — t und ¢’ — t gilt.
—— heiBt genau dann konfluent, wenn fiir alle ¢, t',t" € T mit t % t und t %» t"einteT

existiert, so daf3 ¢/ %» ¢ und " %» t gilt.
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t t
* *
T T T T
Y " + o
* *
T T T T
t t

— heifit genau dann terminierend, wenn keine unendliche Folge (¢;);en L mit ¢; — t;4q fiir
alle i € INy existiert (¢ —— o —— ...).

Starke Konfluenz impliziert Konfluenz, wihrend die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt. Wenn
— konfluent ist, besitzt jedes ¢ € T" hochstens eine o-Normalform ¢ | ,. Wenn —Q0 terminierend
ist, besitzt jedes t € T mindestens eine p-Normalform. Relationen —Q die sowohl konfluent als
auch terminierend sind, heiflen vollstindig oder konvergent. Fiir vollstandige — besitzt jedes
t € T somit genau eine g-Normalform ¢ | ,.

Die gerade definierten Begriffe und angegebenen Eigenschaften lassen sich nun insbesondere fiir die

Reduktionsrelationen R—g> und R—Q» verwenden.

Hierbei gebrauchen wir cien Begriff b—Normalform fir t | ,, und, wenn ¢ die Menge aller Reduk-
tionen ist, bezeichnen wir ¢|p schlicht als Normalform. Ein Term ¢ € Ty ist genau dann eine
Normalform, wenn RedOccgr(t) = 0 ist. Ist = konfluent, so heifit eine g-Reduktionsstrategie
genau dann normalisierend, wenn fiir alle t € Ty, ¢|p genau dann existiert, wenn ¢ | , existiert,
und im Falle der Existenz ¢ |p =1t |p , ist.

Neben den Relationen —— und ——» schreiben wir auch fiir endliche Reduktionsfolgen A =

R0 R0
[ / : _ * [ * /
tl R—,Q>R—,Q>tanWA _tl R—’Q»...R—}g»tnmltunterA—th—’!tanW.A _tl R—,Q»tn

Ist = terminierend /konfluent, so sagen wir auch, daf§ das Termersetzungssystem R terminie-

rend /konfluent ist.

=35 ist natiirlich niemals terminierend. = ist im allgemeinen weder terminierend noch kon-
K
0

fluent. Es ist unentscheidbar, ob R terminierend ist ([Huet&Lank78]), oder ob R konfluent ist
([Bau&Otto84]).

Im folgenden betrachten wir eine Teilmenge von Termersetzungssystemen, deren Reduktionsrelation
immer konfluent und deren parallele Reduktionsrelation sogar stark konfluent ist.

2.5.2 Beinahe orthogonale Termersetzungssyteme

Termersetzungssysteme sind noch eine viel zu allgemeine Grundlage fiir unsere funktionalen Pro-
grammiersprachen. Insbesondere bendtigen wir die Konfluenz der Reduktionsrelation, die jedoch
im allgemeinen unentscheidbar ist, wie wir gerade festgestellt haben. Auch sind viele Eigenschaften
des Reduktionsverhaltens schwer faf3bar.

Die syntaktisch eingeschrdnkteren beinahe orthogonalen Termersetzungssysteme stellen da-
her eine wichtige Teilmenge der allgemeinen Termersetzungssysteme dar. Sie werden im Prinzip
in [Ros73] zum ersten Mal betrachtet und in [O’Do77] ausfiihrlich behandelt. Freilich werden in
diesen Werken noch keine Termersetzungssysteme in unserem Sinne definiert, worauf wir gleich
noch eingehen werden. Von entscheidender Bedeutung ist die nur fiir beinahe orthogonale Term-
ersetzungssysteme definierbare und auch schon in [Ros73| eingefiihrte Residuenabbildung. Sie
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ermoglicht eine einfache Untersuchung des Reduktionsverhaltens beinahe orthogonaler Termerset-
zungssysteme. Das zentrale allgemeine Residuenlemma (2.9) wird die Grundlage fast aller
Beweise von Eigenschaften von Reduktionsfolgen sein. Eine triviale Konsequenz des allgemeinen
Residuenlemmas ist auflerdem die Konfluenz der Reduktionsrelation beinahe orthogonaler Termer-
setzungssysteme.

Definition 2.1 Beinahe orthogonales Termersetzungssystem

Ein Termersetzungssystem R heifit genau dann beinahe orthogonal (almost orthogonal), wenn
es linkslinear ist, d. h. alle Redexschemata [ € RedSg linear sind, und die folgende Eindeutigkeits-
bedingung erfiillt:

Seien |—r,I'—=1" € R, u € Occ(l) mit l/u ¢ X, 0,0’ : X—Tx(X). Dann gilt:

(lJu)og =10 = u=c¢, ro=1'0

Orthogonale Termersetzungssysteme erfiillen die noch strengere Eindeutigkeitbedingung
(lJu)o =10 = u=c¢, (I—r)=1'—1")

Die Beschrinkung auf diese restriktivere Teilmenge ist jedoch nicht notig. Fast die gesamte Theorie
orthogonaler Termersetzungssysteme ist auf beinahe orthogonale Termersetzungssysteme iibertrag-
bar. Die Theorie der needed redexes in [Huet&Lévy79] stellt die einzige bedeutende Ausnahme dar,
wie in [An&Mid94] festgestellt wird.

Orthogonale Termersetzungssysteme haben allerdings den Vorteil, daf} bei einer Reduktion ¢ ﬁ t
die verwendete Regel [—r durch ¢ und u schon eindeutig bestimmt ist, so dafi auf ihre Angabe
immer verzichtet werden kann, wie wir dies schon bei der beim Matchen verwendeten Substitution
o machen. Allerdings ist bei beinahe orthogonalen Termersetzungssystemen immerhin noch die
verwendete Regelinstanz einer Reduktion, lo—ro, eindeutig durch ¢ und u bestimmt. Dies ist auch
fiir alle weiteren Zwecke ausreichend. In einigen Fillen werden wir allerdings die Unabhéngigkeit
einer Definition von der konkret verwendeten Regel explizit beweisen miissen.

Linkslineare Termersetzungssysteme, die nur die erweiterte Eindeutigkeitsbedingung

(l/u)o =1l'c’" = we Oce(r), (r/u)o=r1"c
erfiillen, werden schwach orthogonal (weakly orthogonal) genannt. Sie sind weitaus schwieriger
zu handhaben, da sich die Residuenabbildung und damit die gesamte Thorie beinahe orthogonaler
Termersetzungssysteme nicht mehr auf sie iibertragen 1ift. Derartige teilweise Uberlappungen lin-
ker Regelseiten sind jedoch in unseren spéter definierten funktionalen Programmiersprachen durch
deren Syntax prinzipiell ausgeschlossen und deshalb auch nicht von Interesse.

Wie schon erwihnt, werden in [Ros73] und [O’Do77] noch keine Termersetzungssysteme in unserem
Sinne betrachtet. Stattdessen werden potentiell unendliche Mengen von Grundtermersetzungsre-
geln, d.h. solchen deren linke und rechte Regelseiten nur aus Grundtermen bestehen, verwendet.
Jedoch ist auch die Menge aller Grundinstanzen aller Regeln eines Termersetzungssystems, auch
kanonische Instanz des Termersetzungssystems genannt, ein solches im allgemeinen unend-
liches Grundtermersetzungssystem. Die Reduktionen und Reduktionsrelationen dieses unendlichen
Grundtermersetzungssystems sind identisch mit denen des Termersetzungssystems.
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[Ros73] und [O’Do77] betrachten nun eine spezielle Teilmenge dieser unendlichen Grundtermer-
setzungssysteme, die sie Subtree-Replacement-Systeme nennen. Die Instanz eines jeden beinahe
orthogonalen Termersetzungssystems ist ein solches Subtree-Replacement-System. Daher sind die
Begriffe einfach tibertragbar, und wir verweisen bei vielen Eigenschaften beinahe orthogonaler Term-
ersetzungssysteme auf die entsprechenden Beweise in [O’Do77].

Da in der Informatik nur endlich beschreibbare Strukturen von Interesse sind, ist die Beschréinkung
auf beinahe orthogonale Termersetzungssysteme (anstelle beliebiger unendlicher Grundtermerset-
zungssysteme) sinnvoll; auch in Kapitel VII in [O’Do77] werden kurz endliche Schemata betrachtet,
welche Subtree-Replacement-Systeme beschreiben, unter anderem orthogonale Termersetzungssy-
steme.

Im folgenden seien die Termersetzungssysteme immer beinahe orthogonal.

Es erweist sich im weiteren als niitzlich, nicht nur die Menge aller Grundinstanzen der Regeln
eines Termersetzungssystems zu betrachten, sondern auch Instanzen eines Termersetzungssystems
zu verwenden, die nur bestimmte Grundinstanzen der Regeln des Termersetzungssystems enthal-
ten. Auf jede Regel werden also nur bestimmte Grundsubstitutionen angewendet. Da eine rechte
Regelseite nur Variablen enthilt, die auf der linken Regelseite vorkommen, ist eine solche Instanz [
eines Termersetzungssystems durch die Angabe der Redexmenge Redr 1 € Redr (Menge aller lin-
ken Regelseiten des unendlichen Grundtermersetzungssystems) eindeutig festgelegt (vgl. mit dem
Instanziierungspradikat ) der rule schemata in [O’Do77]). Fiir Redr; = Redpr erhélt man die
vorher betrachtete kanonische Instanz eines Termersetzungssystems, welches wir zur Wahrung der
iiblichen Begriffe nicht von dem Termersetzungssystem unterscheiden wollen. Fiir ¢ € Ty, definieren
wir:

RedOccp f(t) := {u € RedOccp(t) | t/u € Redp, 1}
Eine Reduktion A =t % t' heilt genau dann Reduktion in der Instanz I bzw. I-Reduktion,

wenn v € RedOccp (t). Die I-Reduktion ist also ein Spezialfall unserer o-Reduktion, wird da-
her auch als A =t % t' geschrieben, und auch die iibrigen zugehérigen Begriffe ergeben sich

entsprechend.
Alle solche Instanzen eines beinahe orthogonalen Termersetzungssystemes sind Subtree-Replace-
ment-Systeme.

Die in [Ros73| eingefiihrte Residuenabbildung wird schon in [Huet&Lévy79] auf orthogonale
Termersetzungssysteme iibertragen. Viele interessante Eigenschaften von Reduktionsfolgen beru-
hen darauf, wie Redexe in den elementaren Reduktionen entstehen, erhalten bleiben und zerstort
werden. Eine elementare Reduktion vermittels einer Termersetzungsregel stellt im Grunde eine
Umordnung von Teiltermen und damit insbesondere von Redexen dar. Die Residuenabbildung be-
schreibt nun diesen Umordnungsprozef}, indem fiir eine Reduktion ¢ —— #’ jeder Redexstelle u des
Terms ¢ die Menge der Redexstellen von ¢’ zugeordnet werden, die Kopien von u sind, die Residuen
von u.

Lemma 2.3 Residuen

Sei ¢ ﬁ t' eine elementare Reduktion und v € RedOcc(t). Dann ist die Menge der Residuen

von v beziiglich dieser Reduktion wie folgt definiert:

0 , Wenn v = 1
v\(tljur>t’) =< {v} , wenn v || w oder v < u

{uw' V' | v=vwd ,r/w =1/we X} ,wenn v >u
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Obwohl in der Definition die bei der Reduktion verwendete Regel [—r explizit genannt wird, sind
die Residuen nur von t und u abhéngig. Um dies zu beweisen, brauchen wir allerdings erst die
folgende Eigenschaft von Residuen:

Lemma 2.4 Redexe eines Terms und deren Stellen

Sei t € Ty, und u,v € RedOccp(t) mit u < v. Sei | € RedSg mit ¢/u = lo fiir eine Substitution o.
Dann existiert genau ein w € IN, mit < u.w < v und lJwe X.

Beweis:

Da u < v, ist v = w.v/ mit € # v’ € IN%..

Angenommen, fiir alle w € IN}, mit w < ' ist [/w ¢ X. Dann ist insbesondere

u' € Occg(l) \ Occr(X,1) (1)
Da v € RedOcc(t), ist ¢/v ein Redex, d.h. es existiert | € RedSg und eine Substitution & mit
t/v=16 (2)

Somit folgt
i6 2t/ = (t/u)ju = o/ L 1)u)o

Da v’ # ¢, steht dies im Widerspruch zur Eindeutigkeitsbedingung beinahe orthogonaler Termer-
setzungssysteme.

Also existiert ein w € ]Ni mit v < u.w < v und [/w € X, und trivialerweise ist dieses eindeutig
bestimmt. a

Lemma 2.5 Unabhingigkeit der Residuen von der Regel der Reduktion
Selen A=t —— ¢ und A=t %} t" Reduktionen und v € RedOccp ;(t). Dann ist
—7

v\A=v\A

Beweis:
Fiir v =u, v || v und v < u ist die Aussage trivial.
Sei v > u. Es ist zu zeigen, daf}

v\ A={uw . |v=uvwd jw=r/veX}={ud i |v=ubdd l/i=r/i e X} =v\A

Aus v > u folgt v = w.v/ fiir ein v’ € IN.. Gem#B Lemma 2.4 iiber Redexe eines Terms und deren
Stellen 148t sich u’ eindeutig zerlegen in

v =w' mit l/w=r¢eX

und in

' =0 mit l/w=2€X

0.B.d. A. sei w <, d. h.
W =w.au" und v =" (1)

Da die Reduktion ¢ —— ' sowohl aufgrund von [—r als auch [—7 moglich ist, existieren Substi-
tutionen o, ¢ mit
lo=t/u=16 (2)
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Sei z € X (z ¢ Var(t/u)). Es werden nun zwei modifizierte Substitutionen ¢’ und 6" wie folgt

definiert:

o (I/w)s' , wenn y = x
vo = Yo , andernfalls

, z ,wenny==2
' y& , andernfalls

fiir alle y € X.
Dann gilt

Denn: Sei v € Occ(lo”).

Fall 1: " || w oder v < w.

Da nach (1) w < w, gilt:
la/<u///) _ la(u///) (__) lAA (u///) _ Z&l(u///)

Fall 2: w <", d.h. v" = w.aw” fir ein w” € IN%.

—

3)

lo' (W) = (Io' Jw)(w") = zo' (W) = ([/w)é' (w") = (16" Jw

(3)

(4)

Aus (5) folgt nun gemif der Eindeutigkeitkeitsbedingung beinahe orthogonaler Termersetzungssy-

steme:

!/ Ant
ro =106

Hieraus folgt insbesondere
Occ(z,r0’") = Oce(z,76")

Aus (1) und (3), (4) folgt
Occ(z, z0’) = {u"} und Occ(z,26") = {e}

und damit gilt:

Occ(z,ra’) = {w' " |r/w' =z}

Occ(z,76’) = {o'|7/a' =2}
Zusammen mit (6) folgt dann

{wad" | r/w' =2} = {0 | ?/0" =}

Zusammen mit (1) gilt

{w' W' | rjw =z} ={w "0 | r/w =2} = {00 | r/o =3}

Dies besagt schliefllich das gewiinschte.

d

Wir haben gesagt, dafl die Residuenabbildung die Umordnung von Redexen beschreibt. Somit

erwarten wir, dafl die Redexmenge Redpg ; im folgenden Sinne abgeschlossen ist:



2.5. TERMERSETZUNGSSYSTEME 29

Definition 2.2 Residuale Abgeschlossenheit
Eine Redexmenge Redpr ; heilt genau dann residual abgeschlossen, wenn fiir alle Reduktionen
t —— " und alle Stellen v € RedOccp 1 gilt:

u\t —-p t" C RedOccp 1 (t')

d

Nicht jede Redexmenge ist residual abgeschlossen. Insbesondere fiir die Menge aller Redexe eines
beinahe orthogonalen Termersetzungssystems ist dies jedoch gegeben.

Lemma 2.6 Residuale Abgeschlossenheit von Redgr

Die Menge aller Redexe eines beinahe orthogonalen Termersetzungssystems R, Redpg, ist residual
abgeschlossen.

Insbesondere ist fiir eine Reduktion t —— t' und v € RedOccp(t) mit v £ u fiir alle o € v\t —— ¢/
t/v="1t/0.

Beweis:

Die Reduktion ¢ # t' mit u € RedOccr(t) erfolge mit der Substitution o. Sei v € RedOccpr(t)
beliebig.

v=u: v\t —=t' =0 C RedOccp(t').

v u: Esist ¢ /v =t/v und somit v \ t —— ¢’ = {v} C RedOccp(t).

v < u: Da v € RedOccr(t), existiert eine Regel [—# € R und eine Substitution [t1/z1, ..., tn/z,] :
Var(l)—Tx(X) mit
t/U - l[tl/xla s :tn/$n]

Gemifl Lemma 2.4 iiber Redexe eines Termes und deren Stellen 148t sich u eindeutig zerlegen
in
u=v.wau

mit [/w = x;, € X fiir ein k € [n]. Bs gilt
/v =t/vfwa —ro] =1[t1/x1,. .. ty/zn][wa —ro] = e
Aus der Linearitiit von [ folgt Occ(z, 1) = {w} und somit gilt:
tjv=e=I[t1/x1,... tplt/ —ro]/z, ... ta]
Also ist auch #'/v ein Redex und es gilt v \ ¢ —— t' = {v} C RedOccpr(t).

w r/w = l/w € X} Sei 0 €
X und v = w.w.?'.

u < v: Nach Definition ist v \ t —— ' = {uw'.W' | v =
v\t —— t'. Somit ist 0 = w.'.0' mit r/w =1/ =%

m g

Also ist t//0 = t/v ein Redex und es gilt v \ ¢ —— ¢’ C RedOcc(t').
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Es ergibt sich direkt aus der Definition der Residuenabbildung, dafl die Residuen einer Redexstelle
voneinander unabhéngig sind. Dies 1é8t sich noch fiir Residuen mehrerer unabhéngiger Redexstellen
verallgemeinern:

Lemma 2.7 Unabhingigkeit von Residuen unabhéngiger Redexstellen
Sei t —— t’ eine Reduktion und u,v € RedOcc(t). Es gilt:

ulfv = (u\t —=t) [ (v\t ==t

Beweis:

Gegeben ist t % t’. Unter der Voraussetzung u || v kénnen insgesamt 5 verschiedene Fille vor-
liegen:

Fall 1: w < v und w < v.

Nach Lemma 2.4 iiber die Redexe eines Terms und deren Stellen lassen sich v und v eindeutig
zerlegen in

/ /
U= W.Wy.w und v = W.Wy.v

mit {/w, € X und l/w, € X.

Wy, = wy: Somit ist {w!, | r/wl, = 1/w,} = {w), | r/wl = 1/w,}, aber aufgrund von v || u ist
v' || «'. Es folgt damit

u\t =t ={wwl, | r/w, =1l/w,} || {waw, | r/w, =1/w,} =v\t -t

wy, # wy: Da [ linear ist, ist [/w, # [/w,. Da Variablenstellen grundsitzlich voneinander
unabhiingig sind, gilt somit auch w), || w! fiir alle w], und w] mit r/w] = l/w, und
r/wl = 1/w,. Also ist auch

u\t —2= t = {wwl, | r/w, =1l/w,} || {waw, | r/w, =1/w,} =v\t =t

Fall 2: w < u und w || v.
GeméiB Definition gilt fiir alle v” € u\ t —— ¢/, dafl w < u”. Andererseits ist v \ t —— ¢/ =
{v}. Da w || v, ist somit auch u \ t —— ' || v\t —— .

Fall 3: w < v und w || u.

Analog zu Fall 2.

Fall 4: v < w.
Da u || v, muB w || v sein. Somit ist v \ t —— ' = {v} und u \ t —— ' = {u} oder = (.
Alsoist u\t =t || v\t ==t

Fall 5: v < w.
Analog zu Fall 4.
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In [O’Do77] ist eine Residuenabbildung schlicht eine Abbildung r mit den folgenden 3 Eigenschaften:
e v € RedOccpr(t), 0 € r(v,t —— t') = © € RedOccp ()
e u,v € RedOccr((t), ullv = r(u,t —==1¢) || r(v,t == t)
o r(u,t =t =10

Somit ist fiir residual abgeschlossene Redexmengen Redp ; die hier definierte Residuenabbildung
auch eine Residuenabbildung im Sinne von [O’Do77|, und die dort bewiesenen Lemmata konnen
tibernommen werden. Freilich wird dort die Residuenabbildung fiir alle Stellen IN* definiert, hier
nur fiir die Redexstellen Redr, um die Unabhéngigkeit der Residuen von der bei der Reduktion
verwendeten Regel, wie in Lemma 2.5 bewiesen, sicherzustellen. Da jedoch auch in [O’Do77] die
Residuenabbildung nur auf Redexstellen angewendet wird, ist dieser Unterschied bedeutungslos.

Die Residuenabbildung ist kanonisch auf Mengen von Redexstellen erweiterbar:
U\t — = J{u\t — ' |ue U}
Auch fiir parallele Reduktion definieren wir die Residuenabbildung:

u\t Vo e {u} , falls fur allev € V v || u oder u < v
] u\t =+t | fallsv € V mit v < u existiert

Da V eine Menge voneinander unabhéingiger Redexstellen ist, ist im zweiten Fall v eindeutig be-
stimmt. Die Erweiterung auf Mengen von Redexstellen erfolgt wie oben.

Ist die Redexmenge Redp ; residual abgeschlossen, so lassen sich Reduktionen vertauschen.

Lemma 2.8 Einfaches Vertauschen von Reduktionen
Sei Redpg, 1 residual abgeschlossen. Wenn

£ !/ U 7
t R—,I) t und t R—,I> t
Reduktionen mit u # ¢ sind, dann existiert £ € Ty, so daf
¢ Y fund ¢ —— ¢

R, R,1

mit U :=u\ t —— ' Reduktionen sind. Kurz:
t
N
t/ t”
X /
t



32 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beweis:
Gegeben sind
/
toet (1)
£t g (2)
[—7
(1) impliziert
t:l[tl/l‘l,...,tn/l‘n] (3)
t'=rlt1/x1,. .. tn/xn] (4)

mit {z1,...,2,} = Var(l), t1,...t, € Tx.
Da e < u, folgt nach Lemma 2.4 {iber Redexe eines Terms und deren Stellen, daf8 w, v’ € IN*. mit

u=wu und l/w =2, € X (5)

fir ein k € [n] existieren.
Aus (2) und (5) folgt

tr = t/w — ¢ fw = tyfu’ — 76]
fiir eine Substitution 6 und
" = tlu — 76] D (Ut1/a1, . . ., tn)an)[wad — 78] = €
Da [ linear ist, ist {w} = Occ(z, 1) und es folgt
t"=e=I[t1/x1,..., tg[t) — 76]/zky ... tn)Tn] (6)

Aufgrund der residualen Abgeschlossenheit von Redp ; ist {e} = e\t —— " C RedOccp (") und
somit t” € Redp ;. Hieraus folgt

(6)

t" =ty oy, .tk — P Tk, T ﬁ rlt1/x1, ... te[u — #6]/ag, ..ty )xn] =1 (7)

Aus (5) folgt U =u\t —=— ' ={w' W/ | r/w' =z}, und es gilt

¢ ¢ rlt1/z1, ..t/ T
ZTU: rlti/z1, ... ty/xy]|[v — 76 | v € U]
Tt /T, .t/ Tp] [0 — PE | w = ay
= rlti/z1,. .t — PO Tkt /1)
Qg

Der Beweis 1d3t sich folgendermaflen kurz skizzieren:

t= l tl/ml,.. tn/xn

t'=rlt1/z1,. ..t/ Tn) /acl, kU — 7] Tk, . o tn )T
x /
t—rtl/:vl, o tg[u = PE) Tk, Lt )]
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Das einfache Vertauschen von Reduktionen 148t sich verallgemeinern zum zentralen allgemeinen
Residuenlemma (Parallel Moves Lemma in [Huet&Lévy79)).

Lemma 2.9 Allgemeines Residuenlemma
Sei Redpg, 1 residual abgeschlossen. Wenn

U
tﬁ»t undtﬁ»t

Reduktionen sind, dann existiert ¢ € Ty, so daBl

\%4 U’
t W»tundt W)t

mit U =U \ ¢ —» t" und V' =V \t —» t" Reduktionen sind.

Kurz:
t
U 14
RI R,
t/ t”
v U
R,I RI
t
Beweis:

Die Reduktionsrelation =D ist geschlossen (closed) nach [O’Do77], d. h. es gilt:

Wenn t %» t und t # t" Reduktionen mit u # e sind, dann existiert ¢ € T, so
daf
13

ot &I t und ¢/ R—» tmit U :=u\t — 7 t' Reduktionen sind, und

e v € RedOccpr(t), v|u = ve RedOccRJ(t”), o\t" — t=wv\t —p t il

Die erste Teileigenschaft ist im letzten Lemma bewiesen worden. Bezﬁglich der zweiten a8t sich
feststellen, daf8 v\ ¢ —=> ¢ = {v} und somit v € RedOccp(t"), und

v\ " —5 REI t=v\t —>l—6> t={w |v=wd,l/w=r/v EX}—U\t—>£’:v\t—>£’

Damit folgt die Aussage vermittels mehrfacher Induktion, sieche Lemmata 9 — 12 in [O’Do77]. O

Das allgemeine Residuenlemma impliziert, daf fiir jede residual abgeschlossene Redexmenge Redp ;

=0 stark konfluent und somit ——» und —— konfluent sind (— = —5»). Mit Lemma
2.6 iiber die residuale Abgeschlossenheit der Redexmenge Redp folgt die Konfluenz von = und
N

R

Das Residuenlemma 148t sich auch so interpretieren, daf§ die Reduktion #’ W ¢t durch die Re-

duktion von t % t" nach t % t' entsteht. Diese Reduktion einer Reduktion kann auf eine
Reduktionsfolge induktiv fortgesetzt werden ([O’Do77], Def. 27; [Huet&Lévy79]). Auf diese Weise

erhiilt man das Residuum A’ einer Reduktionsfolge A. A’ besitzt sehr #hnliche Eigenschaften wie
A. Dieses werden wir spéater in Induktionsbeweisen ausnutzen.
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Definition 2 3 Reduktion einer Reduktionsfolge
Sei A = tl tQ R [

Seien V; C RedOccRJ( i), t; € Tx, W; C RedOccp [(t)) gegeben durch

. eine unendliche Reduktionsfolge und B = t; %» t) eine Reduktion.

Vier = Vi \ t; —_»terl

Vi /
tZR—,]»tl

fiir alle ¢ € IN..

Dann heifit A\ B :=t) —» t{, —2» ;VQI ... Residuum der Reduktion A nach B und

((t)ieny, (t)ien,, (Us)ieny , (Vi)iew,, (Wi)iew, )

Reduktionskonstruktion zu A nach B.
Die Reduktionskonstruktion 13t sich folgendermaflen darstellen:

U Us Us
LRI 2RI 2RI
%lRI wl&[ %laz
W % W,
st et
R.I R.I R.I

Neben der residualen Abgeschlossenheit existiert noch eine weitere Eigenschaft von Redexmengen,
die in Kapitel 5 von Bedeutung sein wird.

Definition 2.4 Owuter-Eigenschaft
Eine Redexmenge Redg ; heifit genau dann outer, wenn

t — t’ ist eine Reduktion,
BRI .. = u € RedOccp (t)
u<v<w, veERedOccp(t), u € RedOccp 1(t)

gilt (vgl. [O’Do77]). O

Diese Eigenschaft besagt, dafl eine Reduktion an einer Stelle w, oberhalb derer sich an einer Stelle
v ein weiterer Redex befindet, nicht oberhalb dieser Redexstelle v an einer Stelle u einen neuen
Redex erzeugen kann.

Fiir die Redexmenge Redp ist diese Eigenschaft gegeben.

Lemma 2.10 Outer-Eigenschaft der Redexe Redpr
Die Redexmenge Redp ist outer.
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Beweis:
Seien t ljwr> t' eine Reduktion, u < v < w, v € RedOccg(t), u € RedOccpr(t'). Also gibt es

v, w' € INY mit v = .o’ und w = v.w’ = w.v'.w'. Aus der Reduktion folgt die Existenz einer
Substitution o mit
t/w = t/uvw' =lo
t' = tlwe—ro]
und somit
t'Ju=t/up W — ro]

und schlieflich

t/u=t/up' w — lo] (1)

Dawu € RedOccp(t), existiert ein Redexschema [ € RedSp und eine Substitution [t1/x1, . . tn)2n]
Var(l)—Tyx mit A

t/u=1t1/x1,... tn)Ts] (2)

Weil Redp residual abgeschlossen ist und v\ ¢ ﬁ t' = {v}, ist v € RedOccp(t'). Nach Lemma 2.4

iiber Redexe und deren Stellen existieren vy, vy € ]Ni mit v = u.v1.v9 und Z/vl € X, d. h. Z/vl = T
fiir ein k € [n].
Mit (1) und (2) folgt dann insgesamt

—
—_
~

t/u =t ulv)w —lo]
(i) (Z[tl/xl,...,tn/xn])[v’.w/<—la]
= Z[tl/xl,...,tk[vg.w/Hla]/xk,...,tn/xn]

Somit ist ¢/u € Redr und also u € RedOccpr(t). O
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Kapitel 3

Die Programme

Wir geben in 3.1 zwei Syntaxdefinitionen fiir konstruktorbasierte funktionale Programme erster
Ordnung an. Hierbei setzen die ersteren Patternmatching zur Funktionsdefinition ein, wihrend die
letzteren explizite Test- und Dekompositionsfunktionen verwenden.

Diese Programme sind spezielle Arten von beinahe orthogonalen Termersetzungssystemen, und
daher kénnen wir in 3.2 deren Theorie auf Programme iibertragen. Insbesondere ist die Redukti-
onsrelation eines Programms konfluent.

Somit sind Normalformen in Programmen eindeutig. Dies legt die Definition einer darauf basie-
renden operationellen Normalformsemantik nahe. Diese besitzt jedoch eine unschone Eigenschaft:
sie ist nicht invariant. Die Invarianz und weitere grundlegende, fiir formale Semantiken unserer
Programme benétigte Begriffe werden in 3.3 definiert.

3.1 Die abstrakte Syntax

Anfangs haben wir festgestellt, dal eine Programmiersprache aus den zwei Komponenten Syntax
und Semantik besteht. Wir definieren hier die Syntax zweier verschiedener konstruktorbasierter
funktionaler Programmarten erster Ordnung. Spéater werden wir zu jeder Syntax mehrere verschie-
dene Semantiken angeben. Somit werden wir auch insgesamt nicht nur zwei, sondern weitaus mehr
verschiedene Programmiersprachen erhalten.

Wir geben die Syntax nicht durch kontextfreie Grammatiken — etwa in Backus-Naur-Form — an.
Derartige Grammatiken enthalten viele irrelevante Details und beschreiben hauptséichlich das dufle-
re Erscheinen eines Programms, wie es vom Programmierer gesehen wird. Beispielsweise legen sie
fest, ob Funktionsdefinitionen durch Kommata, Semikola oder Punkte getrennt oder abgeschlossen
werden, und welche arithmetischen Operatoren stérker binden (*) als andere (+). Dieser ,,syntakti-
sche Zucker ist fiir die Lesbarkeit eines Programms von Bedeutung, fiir die formale Manipulation
von Programmen sind diese Details jedoch stérend. Schon in 2.4 haben wir Terme rein durch ihre
algebraischen Eigenschaften definiert. Entsprechend geben wir auch hier durch abstrakte Syntax
die syntaktische Struktur von Programmen an (vgl. Kapitel 3 in [Meyer90], auch [ADJ77]).

Wir wollen uns nun zuerst den Programmen zuwenden, die Patternmatching zur Funktionsspezifi-
kation verwenden. Bereits in der Einleitung haben wir ein Beispiel fiir ein Programm mit Pattern
gesehen:
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Beispiel 3.1 Addition und Multiplikation mit Pattern

add (x,Zero) — X
add(x,Succ(y)) —  Succ(add(x,y))

mult (x,Zero) — Zero
mult(x,Succ(y)) — add(x,mult(x,y))

d

Programme bestehen also hauptséchlich aus Termen iiber einer Signatur. Die klare Unterscheidung
zwischen den die Datenelemente aufbauenden Konstruktoren (Zero, Succ) und den eigentlichen
Funktionen (add, mult) bildet die Grundlage konstruktorbasierter funktionaler Programmierspra-
chen und steht damit tibrigens im Gegensatz zu der bei algebraischen Spezifikationen ([Wir90])
iiblichen Vorgehensweise. Die Unterscheidung legen wir schon in den speziellen Signaturen fiir Pro-
gramme, den Programmsignaturen, fest.

Definition 3.1 Programmsignatur

Sei C eine Signatur von Konstruktorsymbolen, die mindestens eine Konstante enthélt, d.h.
Co # 0. Sei F eine Signatur von Funktionssymbolen. Es gelte C N F = (). Dann ist ¥ = (C, F)
eine Programmsignatur.

Wir fassen die Programmsignatur oft auch als Signatur ¥ = C U F auf wobei jedoch noch jedes
Operationssymbol f € ¥ eindeutig als Konstruktor- oder Funktionssymbol identifizierbar sein soll.
O

Zur einfacheren Unterscheidung verwenden wir grundsétzlich Gro3buchstaben fiir die Bezeichnung
von Konstruktorsymbolen. Funktionssymbole und auch Symbole der Programmsignatur allgemein
werden durch Kleinbuchstaben gekennzeichnet. Auch in konkreten Beispielen verwenden wir diese
Konvention, wobei Bezeichner von Konstruktoren dann mit einem Groflbuchstaben beginnen. Die
funktionalen Programmiersprachen Miranda und Haskell erzwingen dies durch ihre Syntax.

Definition 3.2 Programm mit Pattern
Sei ¥ eine Programmsignatur und X eine Variablenmenge. Ein geordnetes Paar von Termen

f(pla"'apn) - T

mit f™ €%, p1,...,pn € Te(X), I := f(p1,...,pn) linear und r € Tx(Var(p)) heiBt Programm-
regel mit Pattern. Eine endliche Menge P von Programmregeln mit Pattern, die die Eindeu-
tigkeitsbedingung

l1—>7“1,l2—>7“2 e P, lioy = lhoy = ri01 = 1209

erfiillt, heiit Programm mit Pattern. a

Auf den offensichtlichen Zusammenhang mit beinahe orthogonalen Termersetzungssystemen werden
wir erst in 3.2 eingehen.

Die Eindeutigkeitsbedingung besagt, daf8 die Uberlappung linker Programmregelseiten nur zugelas-
sen wird, wenn unter den unifizierenden Substitutionen auch die entsprechenden rechten Regelseiten
syntaktisch gleich sind.
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In tiblichen funktionalen Programmiersprachen wie Miranda oder Haskell ist jedoch auch
beispielsweise!

£ (A)
f(A)

A
B

ein syntaktisch korrektes Programm. Die Mehrdeutigkeit der Funktionsspezifikation wird bei Be-
rechnungen durch die Wahl der jeweils ersten passenden Gleichung aufgeldst. £(A) hat also den
Wert A und nicht B. Da unsere Programme jedoch Mengen von Programmregeln sind, existiert
in ihnen gar keine Reihenfolge von Programmregeln. Dieses Nichtvorhandensein einer Reihenfolge
wird iibrigens erst durch die abstrakte Syntax deutlich; jeder Programmtext ist linear angeord-
net. Die funktionale Programmiersprache Hope setzt unsere Eindeutigkeitsbedingung auch nicht
voraus und verwendet trotzdem keine Regelreihenfolge. Bei Berechnungen wird die ,,speziellste
Regel verwendet, diejenige, die zu den gegebenen Argumenten am besten pafit. Diese Vorgehens-
weise stellt jedoch auch gewisse (Ordnungs-)Bedingungen an die linken Seiten der Regeln eines
Funktionssymbols.

Wir wollen vollkommen auf derartige kiinstliche Prioritdten verzichten. Es ist intuitiv einsichtig,
dafl aufgrund der Eindeutigkeitsbedingung durch unsere Programme wirklich Funktionen spezifi-
ziert werden, die jedem Argument(tupel) (hochstens) einen Funktionswert zuordnen. Freilich kann
die Forderung der Eindeutigkeitsbedingung und auch der Linkslinearitdt erst bei der Betrachtung
der Semantik vollstéindig begriindet werden. Auf die Eindeutigkeitsbedingung und Priorititen in
iiblichen funktionalen Programmiersprachen werden wir in Kapitel 7 auch nochmals ausfiihrlicher
eingehen.

Das obige Beispiel 3.1 besitzt iiberhaupt keine iiberlappenden linken Programmregelseiten. Das
folgende Programm nutzt dagegen die bei der Eindeutigkeitsbedingung noch gegebenen Freiheiten
wirklich aus.

Beispiel 3.2 (Striktes) And

and(True,x) — X
and(y,True) — ¥y
and(False,False) — False

Dieses Programm mit Pattern spezifiziert die (strikte; siehe auch spéter) logische A-Verkniipfung
kiirzer als durch die nédherliegenden 4 Programmregeln.
Es ist

and(True, x)[True/x| = and(True, True) = and(y, True)[True/y|

aber auch

x[True/x| = True = y[True/y]|.

Die Grundtermersetzungsregel and(True, True)—True ist also eine Instanz beider Programmregeln.
(]

! Aus Griinden der Analogie zu unseren Programmen erster Ordnung verwenden wir fiir alle Miranda-Beispiele
in dieser Arbeit eine fiir Miranda ungewdéhnliche Schreibweise. Miranda (und Haskell) besitzen keine echt mehr-
stelligen Funktionen, sondern realisieren diese iiblicherweise durch Currying. Der hier erfolgte Einsatz von teilweise
redundanten Klammerungen und Tupeln ist jedoch auch korrekt.
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Die linken Programmregelseiten fiir ein Funktionssymbol f(") € F miissen keineswegs in dem Sinne
vollsténdig sein, dal zu jedem Argumenttupel ¢ € (T¢)" eine linke Regelseite f(p) im Programm
und eine Substitution o : Var(p)—T¢ mit f(¢) = f(p)o existiert. Es ist sogar moglich, dal zu
einem Funktionssymbol tiberhaupt keine Programmregel existiert. Das folgende Beispiel zeigt ein
sinnvolles Programm mit Pattern mit unvollstdndigen linken Programmregelseiten.

Beispiel 3.3 Listen mit head und tail
Der Datentyp Liste wird von den Konstruktoren Nil(®) (leere Liste) und Cons(® (Konstruktion

einer Liste aus einem Element und einer Restliste) aufgebaut. Wie allgemein iiblich schreiben wir
Nil als [1 und Cons infix als :. Fiir eine Liste [1:[]:[1:[] schreiben wir auch [[1,[], [1].

head(x:xs) — x
tail(x:xs) — xs

head- und tail-Funktion sind natiirlich partielle Abbildungen, die nicht fiir leere Listen definiert
sind. 0

Obiges Beispiel verdeutlicht noch einen weiteren Punkt. Unsere Listen konnen als Listenelemente
nur wiederum Listen besitzen. Die Definition von Listen natiirlicher Zahlen ist unmdoglich, da wir
dann auch sinnlose Datenelemente wie Succ([]) erhalten wiirden. Wir besitzen nur eine einheitli-
che Menge von Datenelementen. Durch die Verwendung von Sorten schon bei der Definition der
Signatur und der alleinigen Zulassung der Bildung von sortenkonformen Termen 148t sich dieses Pro-
blem l6sen. [Wir90], [Cou90], [ADJ77] verwenden beispielsweise Sorten, die im Zusammenhang mit
funktionalen Programmiersprachen Typen genannt werden, wihrend andere wie [Nivat75], [Gue81]
und [Der&Jou90] auf sie verzichten. Da unsere Untersuchungen vom Vorhandensein von Sorten
unabhéngig sind, und die Verwendung von Sorten einen gréfleren Aufwand mit zusétzlichen Be-
dingungen fiir die Sortenkonformitét impliziert, und damit insbesondere das eigentlich Wesentliche
verborgen wird, verzichten wir auf sie. Die Erweiterung aller Definitionen und Aussagen um Sorten
ist einfach. Einzig und allein die Auswahl sinnvoller Beispiele ist ohne Sorten stark eingeschréinkt.

Patternmatching ist in Implementationen schwer direkt realisierbar. Deshalb werden iiblicherweise
in funktionalen Programmiersprachen die Pattern der Regeln eines jeden Funktionssymbols in einen
sogenannten Matching-Tree mit expliziten Test- und Dekompositionsfunktionen iibersetzt (Kapitel
8 in [Fie&Har88]). Das folgende Programm mit Hilfsfunktionen ist dquivalent zu der Spezifikation
der Additon und Multiplikation iiber natiirlichen Zahlen in Beispiel 3.1, S. 38.

Beispiel 3.4 Addition und Multiplikation mit Hilfsfunktionen

add(x,y) —  condgyucc (y, Succ(add(x, selgyec,1(y))), x)
mult(x,y) — condgycc(y, add(x, mult(x,selsucc,1(y))), %)

d

Die Bedeutung der Hilfsfunktionen sei hier kurz informal erklért: condg ist eine Kombination von
Test und Verzweigung. Besitzt das erste Argument t; des Ausdrucks condg(t1, to,t3) an der Stelle
e das Konstruktorsymbol G, so ist condg(t1,te,t3) = to; befindet sich dort jedoch ein anderes
Konstruktorsymbol, so ist condg(ti,t2,t3) = t3. Die Selektion selg; dient zur Dekomposition von
Termen. Besitzt ¢ an der Stelle e das Konstruktorsymbol G, ist also t = G(t1,...,t,), so ist
SelG’i(t) = ti.

Zu einem Konstruktorsymbol gehort also ein Verzweigungs- und im allgemeinen mehrere Selekti-
onssymbole.
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Definition 3.3 Kanonische Hilfssymbole zu einer Signatur
Sei C eine Signatur. Die dazugehorige Signatur kanonischer Hilfssymbole H ist definiert durch:

H = {condg’) | G € C} (Verzweigungssymbole)
U {sel(Gl?i | G™ eC,ie[n]} (Selektionssymbole)

Dabei soll C N'H = () sein. 0
Die Hilfssymbole fiigen wir jetzt als dritte Teilsignatur zu unserer Programmsignatur hinzu.

Definition 3.4 Programmsignatur mit Hilfssymbolen

Sei ¥ = (C,F) eine Programmsignatur. Sei H die Signatur der kanonischen Hilfssymbole zur Si-
gnatur der Konstruktorsymbole C mit HNY = ). Dann heifit ¥’ := (C, H, F) Programmsignatur
mit Hilfssymbolen. Auch hier verwenden wir oft schlicht ¥’ =C U 'H U F. a

Aus folgendem Grund haben wir kombinierte Test- und Verzweigungssymbole condg anstelle ei-
nes einzigen Verzweigungssymbols (if-then-else-fi) und von Testsymbolen fiir jedes Konstruk-
torsymbol (testg)) definiert: Bei einer Trennung miifiten wir die Existenz zweier verschiedener
Konstruktorterme true, false € T¢ voraussetzen, die durch ihre Verwendung als logische Werte
ausgezeichnet waren. Bei der Verwendung von Sorten wiirde dies praktisch die Existenz einer Sorte
Boolean voraussetzen. Auflerdem ist der Einsatz des Tests im ersten Argument der Verzweigung

iiblicherweise dessen einzige Anwendung, so dafl wir die beiden auch gleich verschmelzen kénnen.

Definition 3.5 Programm mit Hilfsfunktionen
Sei ¥ eine Programmsignatur mit Hilfssymbolen und X eine Variablenmenge. Ein geordnetes Paar
von Termen

flze,...;zn) — 7

mit f € F, x1,...,x, € X paarweise verschieden und r € Tx({z1,...,2,}) heit Programm-
regel mit Hilfsfunktionen. Eine endliche Menge P von Programmregeln mit Hilfsfunktionen, die
die Eindeutigkeitsbedingung

f@i, . xn)—=r, f(Y, . yn)—=r2 € P = f(z1,...,20)—=r1 = f(Y1, .-+, Yn)—T2

erfiillt, heifit Programm mit Hilfsfunktionen. a

Die Einhaltung der Konsistenzbedingung

Wenn eine rechte Regelseite r einen Teilterm ¢ = selg ;(t) besitzt, dann hat sie auch
einen Teilterm t” = condg(t,t1,t2), und ¢’ ist ein Teilterm von t1, d.h. vor jeder An-
wendung der Selektionsoperation wird sichergestellt, dafi t = G(...).

Formaler: Zu u € Occ(r) mit r/u =t existieren v, w mit © = v.2.w und r/v = ¢".

ist sicherlich verniinftig, wird jedoch nicht verlangt. Auch fiir den Fall eines Verstofies gegen diese
Konsistenzbedingung sind die spéter betrachteten Semantiken definiert.

Die Eindeutigkeitsbedingung besagt, dafl zu jedem Funktionssymbol héchstens eine Programmregel
existieren darf. Diese Forderung erfolgt mit der gleichen Intention wie bei der Eindeutigkeitsbedin-
gung der Programme mit Pattern. Es handelt sich schlicht um eine angepafite Form dieser Eindeu-
tigkeitsbedingung, abgesehen davon, daf3 hier auch direkt der triviale Fall, dafl zwei Programmregeln
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sich nur durch Variablennamen unterscheiden (z.B. {f(x) — x, £(y) — y}), ausgeschlossen ist.
Aus Symmetrie zu den Programmen mit Pattern fordern wir im Gegensatz zu Funktionsschemata
([Cou90], [Ind93], [Ind94], [Nivat75]) nicht, daBl zu jedem Funktionssymbol eine Programmregel
existiert.

Wir haben in der Einleitung gefordert, dafl die Syntax einer Programmiersprache entscheidbar sein
mufl. Es ist offensichtlich, daf3 diese Bedingung sowohl fiir unsere Programme mit Pattern als auch
die Programme mit Hilfsfunktionen erfiillt ist.

3.2 Die Reduktionsrelationen

Programme sind offensichtlich spezielle Termersetzungssysteme. Somit sind deren Reduktionsrela-
tionen auch fiir Programme definiert und kénnen als Grundlage operationeller Semantiken dienen.
Allerdings existieren nur fiir Funktionssymbole Regeln. Da Konstruktoren die Datenelemente auf-
bauen, besitzen sie natiirlich keine Regeln. Fiir vollstdndige operationelle Semantiken benétigen wir
jedoch noch Regeln fiir die Hilfssymbole.

Definition 3.6 Assoziiertes Termersetzungssystem eines Programms

Sei P ein Programm mit Hilfsfunktionen iiber einer Programmsignatur mit Hilfssymbolen, ¥, und
einer Variablenmenge X. Dann besteht das damit assoziierte Termersetzungsystem P genau
aus den folgenden Regeln:

e P enthilt alle Regeln aus P, d.h. P C P.

o Fiir jedes Verzweigungssymbol condg € ‘H enthélt P die Regel
condg(G(x1,...,2pn),x,y) —
und fiir alle H € C mit H # G die Regel

condg(H(z1,...,Zny,),2,y) — Yy

e [iir jedes Selektionssymbol selg; € H enthélt P die Regel

selgi(G(x1,. .., Tiy. .., Tn)) — @

Ist P ein Programm mit Pattern, so ist P := P das assoziierte Termersetzungssystem des
Programms P.

Die Regeln eines assoziierten Termersetzungssystems P cines Programms P heiflen Reduktions-
regeln des Programms P. a

Die Bezeichung eines Programms mit Pattern als sein eigenes assoziiertes Termersetzungssystem
erfolgt aus Symmetriegriinden. Fiir ein Programm mit Pattern sind somit auch die Reduktionsregeln
gleich den Programmregeln.

Die Reduktionsregeln der Hilfssymbole besitzen Pattern wie Programmregeln. Assoziierte Termer-
setzungssysteme von Programmen mit Hilfsfunktionen konnen daher als spezielle Programme mit
Pattern bzw. deren assoziierte Termersetzungssysteme aufgefafit werden. Allerdings sind die Pat-
tern der Reduktionsregeln der Hilfssymbole von besonders einfacher Struktur. Vor allem sind diese
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Reduktionsregeln fest definiert und nicht durch den Programmierer verédnderbar. Somit kénnen die-
se in Implementationen direkt effizient, ohne ein explizites Patternmatching, codiert werden (vgl.
mit Stackcode fiir die Verzweigung in rekursiven Funktionsdefinitionen in [Ind93]).

Das assoziierte Termersetzungssystem eines Programms dient nun als Grundlage operationeller
Semantiken. Es hat die folgende entscheidende Eigenschaft:

Lemma 3.1 Beinahe Orthogonalitit assoziierter Termersetzungssysteme
Das assoziierte Termersetzungssystem jedes Programms (mit Pattern oder mit Hilfsfunktionen) ist
beinahe orthogonal.

Beweis:

Assoziierte Termersetzungssysteme sind linkslinear, und die Erfiillung der Eindeutigkeitsbedingung
beinahe orthogonaler Termersetzungssysteme folgt direkt aus der eingeschréankten Form linker Re-
gelseiten und der Eindeutigkeitsbedingung der Programme mit Pattern bzw. mit Hilfsfunktionen.
Auch die Reduktionsregeln der Hilfssymbole sind linkslinear und erfiillen die Eindeutigkeitsbedin-
gung der Programme mit Pattern. O

Somit gelten alle Figenschaften beinahe orthogonaler Termersetzungssysteme auch fiir Program-
me bzw. deren assoziierte Termersetzungssysteme. Insbesondere ist die Reduktionsrelation —

eines assoziierten Termersetzungssystems P konfluent; eine entscheidende Voraussetzung fiir die
Wohldefiniertheit operationeller Semantiken, wie wir noch feststellen werden.

In Anbetracht der Tatsache, dafl wir die Reduktionsrelationen eines Termersetzungssystems nur auf
Grundtermen definiert haben, wird hier nicht deutlich, da3 die Reduktionsrelation = eines bei-

nahe orthogonalen Termersetzungssystems R auch iiber der Menge aller Terme Ty, (X) konfluent ist.
Wir benétigen jedoch nur Grundkonfluenz. Die Menge der grundkonfluenten Termersetzungssyste-
me ist echt grofer als die Menge der konfluenten Termersetzungssysteme. Da jedoch Grundkonfluenz
eine weitaus schwieriger zu verifizierende Eigenschaft als Konfluenz ist ([KNO90]), verzichten wir
auf die Untersuchung diesbeziiglich eventuell méglicher grofierer Freiheitsgrade der Syntax unserer
Programme.

Die Bedeutung der Eindeutigkeitsbedingung der Programme und der Forderung der Linkslinearitét
ist somit klar. Freilich mag es scheinen, daf} in Anbetracht der tibrigen syntaktischen Einschrinkun-
gen die Linkslinearitét {iberfliissig wére. Das folgende Beispiel demonstriert jedoch, dafl dann die
Konfluenz verloren ginge.

Beispiel 3.5 Fehlende Konfluenz bei fehlender Linkslinearitét (S.174 in [Klop87])

d(x,x) — E
c(x) —  d(x,c(x))
a — c(a)

Fiir den Term c(a) gibt es die zwei Reduktionsketten

c(a) —— d(a,c(a)) —— d(c(a),c(@)) — E
c(a) —— c(c(a)) — c(d(a,c(a))) —— c(d(c(a),c(@))) —— c(E)

Die beiden Terme E und c(E) lassen sich jedoch nicht zu einem gemeinsamen Term reduzieren. E
ist bereits in Normalform und c(E) 148t sich nicht zu E reduzieren. c(E) besitzt iiberhaupt keine
Normalform. a
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Es gibt auch einen schlichten, pragmatischen Grund fiir die Forderung der Linkslinearitéit: Ein
Test auf Anwendbarkeit einer nicht-linkslinearen Regel bei einer Reduktion erfordert einen Test
auf syntaktische Gleichheit der fiir die mehrfach auftretenden Variablen eingesetzten Argumente.
Da Terme eventuell sehr grofl sind, kann dies sehr zeitaufwendig sein. Bei linkslinearen Regeln
wird dagegen nur ein Vergleich mit dem Nicht-Variablen-Teil eines Redexschemas bendétigt; fiir
Programmregeln mit Hilfsfunktionen ist der Test auf Anwendbarkeit sogar trivial.

Wir miissen zwischen den Programmregeln und den Reduktionsregeln eines Programms unter-
scheiden. Trotzdem werden wir das assoziierte Termersetzungssystem P eines Programms P selten

explizit erwéhnen, und wir schreiben Redp fiir Red s, RedOccp fiir RedOccp, — fiir 3 und

Pfurl5

Unsere Programme ermdoglichen die einfache und intuitive Spezifikation von Funktionen bzw. Da-
tentypen. Da die assoziierten Termersetzungssysteme spezielle Vertreter der wohluntersuchten und
gut handhabbaren beinahe orthogonalen Termersetzungssysteme sind, kénnen wir auf deren be-
kannte Eigenschaften und michtige Beweismethoden (allgemeines Residuenlemma) zuriickgreifen.

Im weiteren sei immer ein Programm P iiber einer Programmsignatur 3 und einer Variablenmenge
X gegeben. Soweit nicht anders angegeben, kann dieses Programm P sowohl ein Programm mit
Pattern sein, und es ist dann ¥ = (C,F), als auch ein Programm mit Hilfsfunktionen mit ¥ =
(C,H,F).

3.3 Formale Semantiken

Gemif unserer Einleitung bestimmt eine operationelle Semantik eines Programms eine Eingabe-
Ausgabe-Abbildung. Eine Eingabe fiir unsere Programme ist ein beliebiger Grundterm. Eine ope-
rationelle Semantik soll nun die Auswertung dieses Eingabeterms durch Ubergiéinge zwischen teil-
weise ausgewerteten Termen beschreiben. Die Reduktionsrelation —— eines Programms P ist

eine derartige Ubergangsrelation zwischen Grundtermen. Die Reduktion kann als Auswertung oder
Berechnung aufgefat werden. Eine derartige operationelle Semantik wird daher auch Reduktions-
semantik genannt.

Da die Reduktionsrelation —5 konfluent ist, ist die Normalform eines Terms eindeutig. Es liegt
also nahe, die Normalform eines Terms als dessen semantischen Wert zu bezeichnen, und eine ent-
sprechende Eingabe-Ausgabe-Abbildung zu definieren. Allerdings besitzt im allgemeinen nicht jeder
Term eine Normalform. Wir wollen jedoch keine partielle Eingabe-Ausgabe-Abbildung definieren,
da partielle Abbildungen mathematisch aufwendiger sind, und es sich vor allem in Hinblick auf
die weiteren Betrachtungen als sinnvoll erweisen wird, einen zusétzlichen semantischen Wert L fiir
diesen Fall einzufiithren. Da das Programm den semantischen Wert eines Terms ohne Normalform
gewissermaflen nicht spezifiziert, wird L als Undefiniertheit oder fehlende Information interpretiert.
Unsere konstruktorbasierten Programme sollen Funktionen iiber Konstruktortermen spezifizieren.
Somit definieren wir als semantische Wertemenge oder Rechenbereich die Menge T# := T¢ U { L}.
Da die linken Regelseiten fiir ein Funktions- oder Hilfssymbol im allgemeinen nicht vollstdndig sind
(z.B. fiir selg), und sogar Funktionssymbole ohne jegliche zugehorige Programmregel existieren
konnen, sind Normalformen nicht immer Konstruktorterme. Konsequent wird auch diesen Termen
der semantische Wert L fiir fehlende Information bzw. Undefiniertheit zugewiesen.

Insgesamt fithren diese Uberlegungen zu der folgenden Normalformsemantik.
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Definition 3.7 Normalformsemantik
Die Normalformsemantik

[TF : Ts—Te
ist fiir einen Term ¢ € Ts. definiert durch

[[t]]nf ) tlp ,fallst|p existiert und ¢ |p € T¢ ist
L 1, andernfalls

O
Die Normalformsemantik hat leider eine duflerst unangenehme Eigenschaft: sie ist nicht invariant.

Verschiedene Terme mit gleicher Semantik verhalten sich im gleichen Kontext unterschiedlich, wie
folgendes Beispiel demonstriert:

Beispiel 3.6 Fehlende Invarianz der Normalformsemantik
listel —  []:1listel

liste?2 [[1]:1liste2
head(x:xs) — x

l

(Dieses Programm mit Pattern 148t sich auch in ein dquivalentes Programm mit Hilfsfunktionen
iibersetzen.)
Wie man leicht sieht

listel —— [J: listel —— [|: [ : listel —/— ...

besitzen weder 1listel noch liste2 eine Normalform und es ist daher
[liste1]¥ = [liste2]H = L.
Aber es gilt

head(listel) — head([]:1listel) —5 ]

head(liste2) —5— head([[]1]:liste2) —— [[],

und somit erhalten wir
[head(1iste1)]™ =[] # [[]] = [head(1iste2)].

Auch Terme, deren Teilterme nicht alle eine Normalform besitzen, konnen selber eine Normalform
haben. O

Da Terme zusammengesetzte, strukturierte Gebilde sind, erwarten wir von einer Semantik, dafl zwei
Terme, die sich nur in Teiltermen unterscheiden, die den gleichen semantischen Wert besitzen, eben-
falls semantisch gleich sind. Die Eingabe-Ausgabe-Abbildung soll daher eine Grundtermsemantik
in folgendem Sinne sein.
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Definition 3.8 Grundtermsemantik
Sei A eine beliebige nicht-leere Menge. Dann heifit eine Abbildung [-] : Ty, — A Grundtermse-
mantik, falls sie invariant ist, d. h.

[t] =Tt"] = [tlt'/2]] = [tt"/=]]

fir alle t/,¢” € Ty, und t € Ty ({z}) mit z € X. O

Basierend auf einer solchen Grundtermsemantik kann dann eine semantische Gleichheit definiert
werden.

Definition 3.9 Semantische Gleichheit zu einer Grundtermsemantik
Sei [-] : Ts—A eine Grundtermsemantik. Dann ist die semantische Gleichheit zu der Grund-
termsemantik [-] die durch

tp t = t] = [t']

fiir alle ¢,#" € Ty, definierte Relation ~jC Ty x Ts. O

Natiirlich kann eine derartige Relation ~ zu jeder beliebigen Abbildung ¢ : Ty — A definiert werden.
Aber aufgrund der Invarianz der Grundtermsemantik ist die semantische Gleichheit eine Kongruenz
und Leibnitz’ Gesetz des Ersetzens von Gleichem durch Gleiches gilt, d. h.

th~pp t' =t a] ~pg tE" 2]
fiir alle ¢/, € Ty, und ¢t € Ty ({z}), wie wir es von einer ,,Gleichheit* erwarten.

Lemma 3.2 Kongruenzeigenschaft der semantischen Gleichheit
Die Semantische Gleichheit ~[j zu einer Grundtermsemantik [-] ist eine Kongruenz.

Beweis:

Reflexivitédt, Symmetrie und Transitivitdt von ~j sind trivialerweise gegeben. Natiirlich ist ~]

genau dann invariant (abgeschlossen unter Kontextbildung), wenn die Abbildung [-] invariant ist.
a

Um im weiteren die Invarianz einer gegebenen Abbildung [-] : Ty, — A leichter iiberpriifen zu konnen,
sei hier die folgende einfachere, dquivalente Definition der Invarianz angegeben.

Lemma 3.3 Charakterisierung der Invarianz
Eine Abbildung [-] : Ts—A ist genau dann invariant, wenn

[[t/]] = [[t”]] — [[9(81, ey 81, t/, Sidly- s Sn)]] = [[g(sl, ey 81, t”, Sidtly . Sn)]]

fiir alle #/,t", s1,...,8, € Ts, g™ € ¥, i € [n].

Beweis:

=: Es ist klar, da§ die obige Eigenschaft erfiillt ist, wenn [-] invariant ist.
<: Seien t/,t" € Tx, mit [t'] = [t"].

t=x: (z € X).
[tt" /)] = [¢'] = [¢"T = [¢[" /1]
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t=g(s1,...,50): (g™ €X).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle s;:

[s:lt'/]) = [silt" /=]

Somit folgt:

[t[¢'/]]

lo(salt'/a), solt' /], .., sult!/2])]
lg(sa[t”/x], salt" /], ..., sult"/2])]
[t /]

1=l

Operationelle Semantiken unserer Programme sollen also letztendlich immer Grundtermsemantiken
sein. Dagegen sollen denotationelle Semantiken einem Programm einen Datentyp, eine Algebra
zuordnen. Wie wir schon in der Einleitung angedeutet haben, kann aus einem solchen Datentyp
leicht eine Eingabe-Ausgabe-Abbildung, d. h. eine Grundtermsemantik gewonnen werden.

Definition 3.10 Algebraische Termsemantik
Sei A = (A, ) eine X-Algebra, Y € X und §: Y—A eine Variablenbelegung. Die algebraische
Termsemantik

[13%: Te(Y)—A

ist fiir einen Term ¢ € Tx(Y') induktiv definiert durch

[213% = B)

: > yqal > qal ; qal
Lot il = g™ ([hlaS - [Enla)
fiir alle 2 € Y,¢™ € ¥ und f1,...,4, € Tx(Y).
Ist ¢ ein Grundterm, so ist 3 iiberfliissig und wir schreiben [[t]];}g. 0

Die algebraische Termsemantik [[]]gllgﬁ ist somit die eindeutige Fortsetzung von 3 zu einem Homo-
morphismus von der frei iiber X erzeugten Termalgebra 75 (X) in die Algebra 2. Daraus folgt auch
dirckt die Invarianz der auf Grundterme beschréinkten algebraischen Termsemantik [-]4% : Tx—A.
Somit ist [[-]]%lg eine Grundtermsemantik, die algebraische Grundtermsemantik.

Umgekehrt kénnen wir zu einer Grundtermsemantik auch Datentypen, d.h. Algebren definieren.

Definition 3.11 Datentyp einer Grundtermsemantik
Sei [] : Ts—A eine Grundtermsemantik. Dann heifit % = (A4, @) genau dann ein Datentyp der
Grundtermsemantik [-], wenn

g (a1, ... an) = [g(t1, ... tn)]

fiir alle ¢™ € X, t1,...,t, € Ty, und aq, ..., an, € A mit [t1] = a1,.. ., [tn] = an. O
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Da aufgrund der Invarianz der Grundtermsemantik [g(t1,...,tn)] = [g(s1,--.,sn)], wenn [t1] =
[si],-- -, [tn] = [sn], sind die Datentypen einer Grundtermsemantik wohldefiniert. Hiermit wird je-
doch auch deutlich, dafl nur zu einer operationellen Semantik, die eine invariante Eingabe-Ausgabe-
Abbildung definiert, iiberhaupt ein entsprechender denotationell definierter Datentyp existieren
kann.

Wenn fiir jedes a € A ein ¢t € Ty, mit [t] = a existiert, so gibt es genau einen Datentypen zu [-].
Meistens gibt es jedoch mehrere Datentypen zu einer Grundtermsemantik. Somit ist es, wie schon
in der Einleitung erwihnt, im allgemeinen nicht moéglich, aus der Eingabe-Ausgabe-Abbildung, d. h.
der Grundtermsemantik, den Datentyp eines Programms zu gewinnen.

Fiir die Datentypen einer Grundtermsemantik gilt nun:

Korollar 3.4 Datentypen einer Grundtermsemantik
Sei [-] : Tgs—A eine Grundtermsemantik und 2y ein Datentyp dieser Grundtermsemantik. Dann
gilt

[ = 132,

fiir alle t € Tx. O

Der Beweis der Ubereinstimmung einer operationellen und einer denotationellen Semantik besteht
somit darin, zu zeigen, dafl der denotationell definierte Datentyp ein Datentyp der operationell defi-
nierten Grundtermsemantik, bzw. die algebraische Grundtermsemantik beziiglich des denotationell
definierten Datentyps gleich der operationell definierten Grundtermsemantik ist.

Die Normalformsemantik hat neben der fehlenden Invarianz noch einen weiteren Nachteil: Die Re-

duktionsrelation —5— st nicht deterministisch. Zu einem Term t € Ty existieren im allgemeinen

mehrere — um nicht zu sagen viele — Nachfolgerterme ¢’ mit ¢ — t’. Somit ist noch kein ein-
faches Verfahren fiir die Berechung der Semantik eines Terms gegeben. Es kann auch nicht ein
beliebiger Nachfolgerterm ausgewéhlt werden, da von einem Term, der eine Normalform besitzt,
auch unendliche Reduktionsfolgen ausgehen kénnen. Die naive Losung der parallelen Weiterverfol-
gung aller Nachfolgerterme ist fiir eine Implementierung aufgrund der Ineffizienz nicht akzeptabel.
Wiinschenswert ist daher eine Reduktionsstrategie, die eine einfache, deterministische Berechnung
ermoglicht.

Fiir operationelle Semantiken unserer Programme suchen wir somit Reduktionsstrategien, die (in-
variante) Grundtermsemantiken definieren.



Kapitel 4

Die Standardsemantiken

Nachdem wir nun die Syntax unserer Programme und die Grundlagen ihrer Semantik festgelegt
haben, zeigen wir in 4.1 einige Beziehungen zwischen unseren Programmen und den wohlbekann-
ten Kalkiilen der Funktionsschemata, der Termersetzungssysteme und algebraischer Spezifikationen
auf. Daraufthin betrachten wir die in funktionalen Programmiersprachen eingesetzten und insbeson-
dere im Rahmen der Funktionsschemata untersuchten zwei Auswertungsmechanismen call-by-value
(cbv) und call-by-name (cbn). Diese wollen wir als Grundlage (invarianter) Grundtermsemantiken
verwenden.

Zuerst stellen wir in 4.2 die cbv-Semantik vor. In 4.2.1 definieren wir diese operationell durch
eine Reduktionssemantik und in 4.2.2 auf denotationelle Weise. Die denotationelle Definition er-
folgt mit einer auf w-vollstdndigen Halbordnungen und dem Fixpunktsatz von Tarski beruhenden
Fixpunktsemantik. In 4.2.3 zeigen wir dann die Ubereinstimmung dieser beiden Definitionen.
Entsprechend definieren wir in 4.3 die cbn-Semantik. In 4.3.1 geben wir hierzu eine Fixpunktse-
mantik an und in 4.3.2 eine Reduktionssemantik. Den Beweis der Ubereinstimmung der beiden
Definitionen werden wir erst in Kapitel 5 fiihren.

4.1 Call-by-value und call-by-name

Funktionsschemata bilden die theoretische Grundlage funktionaler Programmiersprachen erster
Ordnung. [Cou90] stellt hierzu eine Ubersicht dar. Sie #hneln sehr unseren Programmen mit
Hilfsfunktionen; insbesondere, da sie ebenfalls kein Patternmatching verwenden. Allerdings wer-
den Funktionsschemata stets unabhéingig von einem konkreten Basisdatentyp betrachtet. Dagegen
sollen unsere Programme einen festen, aber doch sehr allgemeinen, auf Konstruktoren beruhen-
den Basisdatentyp besitzen. Hierzu gehoren auch die unabhéngig von einem konkreten Programm
definierten Operationen der Hilfssymbole. Somit sind unsere Programm mit Hilfsfunktionen Funk-
tionsschemata mit speziellen Basisdatentypen (Interpretationen in der Terminologie der Funkti-
onsschemata). Wir kénnen nun bekannte semantische Konzepte der Funktionsschemata fiir unsere
Programme verwenden. Die insbesondere in [Gue81] betrachteten algebraischen Semantiken — nicht
zu verwechseln mit unserer algebraischen Termsemantik — werden wir dabei nicht verwenden, da
diese nur bei Betrachtung beliebiger Basisdatentypen vorteilhaft sind. Jedoch werden wir sowohl
die bekannten, auf dem call-by-value und dem call-by-name Auswertungsmechanismus beruhenden
Reduktionssemantiken, auf die wir gleich wieder zuriickkommen werden, als auch die entsprechen-
den Fixpunktsemantiken auf Programme tibertragen. Leider betrachten die Fixpunktsemantiken
von Funktionsschemata meistens nur Basisdatentypen iiber flachen Halbordnungen, wihrend wir
schon in 4.3.1 andere w-vollstdndige Halbordnungen verwenden miissen. Diese Semantiken und ihre
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Ubereinstimmung werden in [Manna74], [Vui74], [Vui74b], [Nivat75], [Dow&Se76], [Ber&LévyT7],
[ADJ77], [Gue81], [Loe&Sie87], [Cou90], [Ind93] und [Ind94] untersucht.

Da unsere Programme mit Pattern aufgrund der Pattern auf den linken Regelseiten keine Funk-
tionsschemata sind, greifen wir bei den Reduktionssemantiken, wir wir schon gesehen haben,
hauptséchlich auf den Kalkiil der Termersetzungssysteme zuriick. Schon [0’Do77] verwendet Term-
ersetzungssysteme als Grundlage operationeller Semantiken funktionaler Programmiersprachen.
Aus den beiden Blickwinkeln — der Funktionsschemata und der Termersetzungssysteme — erge-
ben sich widerspriichliche Einordnungen der Hilfsfunktionen der Programme mit Hilfsfunktionen.
Aus Sicht der Funktionsschemata sind sie — da unabhéngig vom konkreten Programm — Teil
des Basisdatentyps und damit den Konstruktoren gleichgestellt. Andererseits existieren fiir sie Ter-
mersetzungsregeln genauso wie fiir die iibrigen Funktionen, und beide werden bei der Reduktion
gleich behandelt. Da wir der Einfachheit halber meistens Programme mit Hilfsfunktionen als spe-
zielle Programme mit Pattern auffassen, neigen wir mehr dem letzteren Standpunkt zu. Wir wollen
trotzdem nicht vergessen, dafl Hilfsoperationen eine Sonderstellung zwischen den Konstruktoropera-
tionen und den Funktionsoperationen einnehmen.

Schliellich wollen wir noch auf die Beziehung zu algebraischen Spezifikationen hinweisen, fiir die
[Wir90] eine ausfiihrliche Ubersicht darstellt, und die in [Broy&Wir82], [Broy&Wir83], [Gut77],
[Gut&Hor78] und [Thiel84] behandelt werden. Unsere Programme sind ausfithrbare Spezifikatio-
nen. Daher iibernehmen wir von algebraischen Spezifikationen den Standpunkt, ein Programm als
die Spezifikation eines Datentyps, einer Algebra aufzufassen. Der Kalkiil der Funktionsschemata
verwendet ndmlich nur die Operation eines ausgezeichneten Funktionssymbols als Semantik, wie
wir schon in der Einleitung erwidhnten. Die hierarchische Spezifikation eines Datentyps auf der
Grundlage eines anderen Basisdatentyps ist eines der Hauptanliegen der Theorie der algebraischen
Spezifikationen. In Kapitel 6 werden wir unsere Semantiken noch einmal vom Standpunkt der
algebraischen Spezifikationen betrachten und untersuchen.

Nach unseren Uberlegungen zur Semantik unserer Programme in 3.3 sind wir jetzt auf der Su-
che nach (invarianten) Grundtermsemantiken fiir unsere Programme, insbesondere solchen, die
auf (deterministischen) Reduktionsstrategien beruhen. Im Zusammenhang mit héheren Program-
miersprachen fillt oft der Begriff des Auswertungsmechanismus. Dieser beschreibt, wie in einer
hoheren Programmiersprache die Parameteriibergabe an Funktionen oder Prozeduren erfolgt. Fiir
funktionale Programmiersprachen sind die beiden unterschiedlichen Auswertungsmechanismen
call-by-value (cbv) und call-by-name (cbn) bekannt, und sie stehen in engem Zusammenhang
mit bestimmten Reduktionsstrategien.

Der cbv-Auswertungsmechanismus wertet erst die Argumente einer Funktion vollstédndig aus, bevor
die Funktion selber ausgefiihrt wird. Dies ist der Auswertungsmechanismus der meisten impera-
tiven Programmiersprachen. Dagegen erfolgt bei dem cbn-Auswertungsmechanismus der Funkti-
onsaufruf direkt; die unausgewerteten Argumente werden in den Funktionskoérper hineinkopiert.
Die Argumente werden erst ausgewertet, wenn sie wirklich benotigt werden. Das folgende Beispiel
verdeutlicht die beiden Auswertungsmechanismen.

Beispiel 4.1 Call-by-value und call-by-name

listel —  [JI:1listel
head(x:xs) — x

Call-by-value Auswertung:

head(listel) —— head([] : listel) —— head([] : ] : listel) —— ...
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Call-by-name Auswertung:

head(listel) —— head([] : listel) —— ]
a

Sowohl im Rahmen der Funktionsschemata ([Ind93], [Ind94]) als auch in dem des M-Kalkiils'
([Fie&Har88], Kapitel 6) werden die beiden Auswertungsmechanismen jeweils mit den Redukti-
onsstrategien leftmost-innermost*? und leftmost-outermost gleichgesetzt. Hierbei heifit ein Redex
eines Terms genau dann innermost*, wenn er keinen Redex als echten Teilterm enthélt, und ou-
termost, wenn er selbst kein echter Teilterm eines Redexes des Terms ist. Der leftmost Redex
einer Menge von Redexen eines Terms ist dann der Redex, dessen Stelle die beziiglich der lexiko-
graphischen Ordnung kleinste Stelle all der Redexe der Menge ist. Bei der leftmost-innermost*
Reduktionsstrategie wird in jedem Reduktionsschritt der leftmost-innermost™ Redex reduziert,
und bei der leftmost-outermost Reduktionsstrategie entsprechend der leftmost-outermost Re-
dex. In obigem Beispiel erfolgt die call-by-value Auswertung mit leftmost-innermost Reduktion und
die call-by-name Auswertung mit leftmost-outermost Reduktion.

Wir wollen nun auf Basis dieser beiden Auswertungsmechanismen zwei Semantiken fiir unsere
Programme definieren.

4.2 Die cbv-Semantik

4.2.1 Die li-Reduktionssemantik

Da die cbv-Semantik im allgemeinen mit der leftmost-innermost Reduktionsstrategie assoziiert
wird, definieren wir diese fiir unsere Programme.

Definition 4.1 Leftmost-innermost (li-) Reduktion
Seit e Ts.

e Die Stelle u € Occ(t) eines Redexes [ = t/u € Redp von t heiBt genau dann innermost
Redexstelle des Terms ¢, wenn

° Z:f(cl,...,cn) mit f(”) eF,c,...,cp € Te, oder

o selg i(c) mit selg; € H, ¢ € T¢, oder
ol

condg(c, t1,t2) mit condg € H, ¢ € Te, t1,ta € Ty ist.

e Die beziiglich der lexikographischen Ordnung kleinste innermost Redexstelle von ¢ heifit
leftmost-innermost Redexstelle des Terms ¢.

e Eine Reduktion A =t lTur> t' heifit genau dann leftmost-innermostReduktion, wenn u

die li-Redexstelle von t ist. Hierdurch ist auch die leftmost-innermost Reduktionsstra-

tegie > definiert.

d

Im A-Kalkiil wird allerdings normalerweise nur die Reduktion bis zur sogenannten weak head-normal form
betrachtet.

2Wir markieren hier den Begriff innermost mit einem #, da wir im folgenden innermost etwas von dem in der
Literatur verwendeten Begriff abweichend definieren werden. Wir gehen an entsprechender Stelle noch hierauf ein.
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Da ein Term nur héchstens eine li-Redexstelle besitzt, ist —7» wirklich eine (deterministische)
Reduktionsstrategie. Wir definieren nun die li-Reduktionssemantik genauso wie die Normalformse-
mantik im letzten Kapitel, nur dafl wir die li-Reduktionsstrategie anstelle von beliebigen Reduk-

tionen mit —— verwenden.

Definition 4.2 li-Reduktionssemantik
Die li-Reduktionssemantik

[15: Ts—Te

ist fiir einen Term ¢ € Ty, definiert durch

[[t]]h _ ) tlpy ,fallst|py existiert und t|py; € Te ist,
L € , andernfalls.

d

Unsere Definition von (leftmost-)innermost Redexstellen unterscheidet sich von der {iblichen, in 4.1
gegebenen Definition von (leftmost-)innermost* Redexen in zwei Punkten:

Nicht jede Stelle eines innermost™ Redexes ist eine innermost Redexstelle.

Beispiel 4.2 Undefinierte Funktion

Das Programm P mit den Funktionssymbolen £(!) und a(®) bestehe allein aus der Programmregel
f(x) — A

In dem Term £ (a) ist £(a) selbst der (leftmost-)innermost* Redex, da a kein Redex ist. Mit der
in 4.1 beschriebenen leftmost-innermost* Reduktionsstrategie ergibt sich

Die Stelle € in £ (a) ist jedoch keine (leftmost-)innermost Redexstelle. £ (a) besitzt iiberhaupt keine
leftmost-innermost Redexstelle und ist somit schon in li-Normalform. Es gilt also

[£(a)]s = L

d

Sobald ein Term ein Funktions- oder Hilfssymbol enthélt, zu dem keine jemals passende Reduk-
tionsregel existiert, ist der Term vermittels li-Reduktion nicht mehr zu einem Konstruktorterm
reduzierbar. Die Funktions- und Hilfssymboloperationen werden in diesem Fall als undefiniert be-
trachtet, da schliefllich das Programm keinerlei Information iiber sie enthilt. Auflerdem ist nur auf
diese Weise die Invarianz der li-Reduktionssemantik erreichbar.

Umgekehrt befindet sich auch nicht an jeder innermost Redexstelle ein innermost* Redex. Die Ver-
zweigungssymbole condg kénnen im 2. und 3. Argument ,,geschachtelt sein, so dafl die Bezeichnung
»innermost* eigentlich auch nicht mehr ganz passend ist. Dies ist jedoch nétig, um die Verzweigung
iiberhaupt sinnvoll einsetzen zu kénnen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.3 Verzweigung und innermost Redexstellen

add(x,y) — condgucc(y, Succ(add(x, selgycc,1(y))), x)

Bei Verwendung der leftmost-innermost* Reduktion ergibt sich

add (Zero,Zero) AT condgycc (Zero, Succ(add(Zero, selgycc,1(Zero))), Zero)
5 condgycc (Zero, Succ(
condgycc (selgycc,1 (Zero) ,
Succ(add (Zero, selgucc,i(selsycc,1(Zero)))), Zero)
,Zero)
—_—
Pli*

eine unendliche Reduktionsfolge. Demnach wére
[add(Zero, Zero)[l = L.
Erst bei Verwendung der li-Reduktion erh&lt man mit

add(Zero, Zero) — - condg,..(Zero, Succ(add(Zero, selsycc,1(Zero))), Zero) —- Zero

das gewiinschte Ergebnis. a

Da in Funktionsschemata Funktionen immer vollstdndig spezifiziert sind — zu jedem Funktionssym-
bol existiert genau eine Regel — , kommt unsere erste Abweichung dort gar nicht zum Tragen. Weil
in Funktionsschemata unsere Verzweigungen iiberlicherweise zum Basisdatentyp gehoren wiirden,
fiir den keine ,,normalen“ Reduktionsregeln existieren, fillt auch der zweite Punkt erst bei Betrach-
tung unserer Programme mit Hilfsfunktionen auf. Nur [Cou90] definiert auch eine Verzweigung
if-then-else-fi mit fester Bedeutung und verwendet daher eine dhnliche Definition wie wir.

BEMERKUNG 4.1: Innermost Redexe und Redexstellen

Wir haben (leftmost-)innermost Redexstellen, jedoch keine (leftmost-)innermost Redexe eines
Terms definiert. Wir haben auf die Definition der letzteren verzichtet, da sich der intendierte
leftmost-innermost Redex gar nicht korrekt definieren l&fit. Bezeichnen wir ndmlich den an der
leftmost-innermost Redexstelle in einem Term ¢ befindlichen Redex [ als leftmost-innermost Re-
dex, so entsteht folgendes Problem: genau der gleiche Redex kann noch an anderen Stellen in t
auftauchen. Dort soll er aber kein li-Redex sein.

In einem Term t = £(g(A), g(A)) soll beispielsweise der Teilterm ¢/1 = g(A) ein li-Redex sein, nicht
jedoch der Teilterm ¢/2.

Das gleiche Problem taucht auch beim outermost Redex auf, der an einer anderen Stelle auch
Teilterm eines Redexes sein kann; ebenso beim lo-Redex. Daher werden wir in 4.3.2 auch nur
(leftmost-)outermost Redexstellen definieren.

Nur ein innermost Redex liele sich tatséchlich sinnvoll definieren, da diese Eigenschaft nur von
dem Redex selber und nicht von seiner Stellung in einem Term abhéngt. a

Wir wollen uns nun noch einmal das Programm aus Beispiel 3.6, S. 45, anschauen, dessentwegen
wir die Normalformsemantik zuriickgewiesen haben.
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Beispiel 4.4 Invarianz der li-Reduktionssemantik

listel —  [D:1listel
liste?2 —  [[1]:1liste2
head(x:xs) — x

listel und liste?2 besitzen keine li-Normalform und somit ist

[listel]t = L = [liste2]d

Wegen
head(listel) T head([]:1listel) T head([]:[]:1listel) T
head(liste2) 1 head([[]]:1liste2) 1 head([[]1]:[[]1]:1liste2) -1

ist aber auch _ _
[head(1listel)] = L = [head(liste2)]L.

Hier ist das Problem also verschwunden, und in der Tat ist die li-Reduktionssemantik invariant.

Lemma 4.1 Invarianz der li-Reduktionssemantik
Die li-Reduktionssemantik [-]% ist invariant. Sie ist also eine Grundtermsemantik.

Beweis:
Wir zeigen die Invarianz anhand ihrer in Lemma 3.3, S. 46, angegebenen Charakerisierung.
Sei fW € ¥ und ty,... ty,t),...,t, € Ty mit [t1]% = [¢1]5, . .., [ta]b = [tL] 5.

Fall 1: f # condg oder [t1]% = [t}]% = L.

Fall 1.1: Es existiert i € [n] mit [ta]% # L, ..., [tic1]% # L, [t:]% = L.
Somit besitzen weder ¢; noch ¢, eine li-Konstruktornormalform (d. h. eine li-Normalform
in T¢).

Ft, .t tn) # ftilpgs-- s ticilpystis- - tn)
ft), .t ) # f(t’llmi,...,tgfllp’h,t;-,...,t;)

Auch f(ty lP,liv ey tio lP,li? tiy...,tp) und f(tll lP,li? ... 7t;'fl ‘LP,li’ t;, ... ,t%) besit-
zen keine li-Konstruktornormalform. Damit ist [f(t1,...,t,...,tn)]5 = L =
[f(#, ..t )],

Fall 1.2: [H]% # L, ..., [ta]% # L.

flteotn) 5 ftlpgs ot lpg)
ft o) 5 Tl Lpy -t lpy)
Also ist

[£(t1, e ta)lp = [ (1 Lot Lpa)IB = [F (1 Lpgis st Lp)DB = L (81, - )T
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Fall 2: f = condg € H und [t]% = [t4]% # L.
O.B.d. A. sei (tl »LP,H)(E:) =G.

condg(t1,t2,t3) ——= condg(tilpy,te,t3) —— t2

Pli Pli
/ / / * / / / * /
COndG (tl, tQ, t3) W COndG(tl lP,li’ t2, t3) W t2

Somit ist [condg(t1,t2,t3)]% = [t2]h = [th]% = [conde (#], th, t5)]%.
(]

Die li-Reduktionsstrategie ist nicht normalisierend. Fiir die li*-Reduktion gilt sogar, da} die mit
einem Term t beginnende li*-Reduktionsfolge nur genau dann terminiert, wenn von diesem Term
iberhaupt keine unendliche Reduktionsfolge ausgeht (Theorem 11 und 16 in [O’Do77]). Daher
wurde sie in der Literatur oft als unvollstéindig bezeichnet ([Vui74], [Dow&Se76], [Ber&LévyT77]).
Zum ersten Mal gibt [de Bakker76] im Rahmen des A-Kalkiils eine denotationelle Fixpunktsemantik
fiir sie an.

4.2.2 Die Fixpunktsemantik

Wir geben nun eine denotationelle Definition der cbv-Semantik an. Dafiir ordnen wir einem Pro-
gramm einen Datentyp, eine Algebra als Semantik zu.

Zuerst betrachten wir den Basisdatentyp, da dieser unabhéngig von einem konkreten Programm ist,
und wir diesen daher ein fiir allemal festlegen kénnen. Die Datenelemente sollen aus Konstruktoren
aufgebaut sein. Der Triger besteht somit aus den Konstruktortermen T¢ und dem Element | fiir die
Undefiniertheit, ist also der schon bei der li-Reduktionssemantik verwendete Rechenbereich. Dies
ist natiirlich auch wesentlich, da der Datentyp ein Datentyp der li-Reduktionssemantik sein soll.
Die Konstruktoren werden wie in einer Herbrandalgebra durch sich selbst interpretiert. Schliefllich
gehoren noch die Operationen der Funktionssymbole, die zu deren Reduktionsregeln passen miissen,
zum Basisdatentyp.

Wir verzichten hier jedoch auf die formale Definition des Basisdatentyps und nédhern uns statt-
dessen dem festzulegenden Datentyp des Programms auf etwas andere Weise. Wir definieren die
Menge der Interpretationen: die Menge der X-Algebren, die, ohne dafl wir Informationen iiber das
konkrete Programm benutzen, potentielle Datentypen des Programms sind. Damit besteht eine In-
terpretation im Prinzip aus dem Basisdatentyp plus den Operationen der Funktionssymbole, wobei
letztere beliebig sein konnen. Wie wir schon erwéihnten, weichen wir beziiglich der Hilfsoperationen
vom Konzept des Basisdatentyps etwas ab. Die Operationen der Hilfssymbole lassen sich aus den
Reduktionsregeln auf genau die gleiche Art gewinnen wie die Operationen der Funktionssymbole,
weshalb wir die Hilfsoperationen in den Interpretationen ebenfalls noch nicht festlegen.

Definition 4.3 cbv-Interpretation
Sei (Té, <) die flache Halbordnung des Rechenbereichs mit L als kleinstem Element. Sei

a: | Z—[(Te)"—Te]
nelN

eine Zuordnung von w-stetigen Operationen an die Operationssymbole mit

{ Gty,...,t,) fallsty,....t, € Tc
1

a(G)(ty, -0 t,) = , andernfalls

a(f)(zla>tn) = J_,WGHDJ_G{ED...,E”}
a(COHdG)(J—aEIaEZ) = a(selG,i)(J-) = 1
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fiir alle G € C, f € F,condg, selg; € H und ty,1y,... € Tg.

Die w-vollstindige 3-Algebra 2 = (Té, <, a) heiit cbv-Interpretation. Die Menge aller cbv-
Interpretationen zu einer festen Programmsignatur ¥ wird mit Inty; 1, bezeichnet.

Mit der kanonischen Halbordnungsrelation T der ¥-Algebren ist (Inty; ¢y, =) die kanonische Halb-
ordnung der cbv-Interpretationen. In der kleinsten cbv-Interpretation 1., := Linty ey € Inty, chy
sind die Ergebniswerte aller Funktions- und Hilfsoperationen konstant L. O

In der Definition der cbv-Interpretationen fillt auf, dal alle Operationen — abgesehen von den
Verzweigungsoperationen — als strikt definiert werden. Genau an diesem Punkt geht der cbv-
Auswertungsmechanismus ein, und dies ist der entscheidende Unterschied zur cbn-Interpretation,
die wir in 4.3.1 definieren werden. Da die Argumente einer Funktion vor der Ausfithrung der Funk-
tion vollstdndig ausgerechnet werden, kann der gesamte Funktionsausdruck nicht terminieren, wenn
die Berechnung nur eines Arguments nicht terminiert. Alle Funktionen sind somit strikt; nur die
Verzweigungsoperationen stellen analog zu und aus den gleichen Griinden wie bei der Reduktions-
semantik eine Ausnahme dar.

Die Festlegung der Striktheit der Funktions- und Hilfsoperationen schon in der cbv-Interpretation
ist eigentlich nicht nétig, da sie sich im folgenden auch automatisch ergibt. Wir haben sie nur
der Symmetrie zu den Konstruktoroperationen halber und, da sich dies schon aus dem cbv-
Auswertungsmechanismus unabhéngig von einem Programm ergibt, hier festgelegt.

Wir definieren eine cbv-Interpretation als geordnete, w-vollstéindige 3-Algebra und verwenden da-
bei die flache Halbordnung mit L als kleinstem Element. Die Verwendung w-vollsténdiger Halbord-
nungen und darauf w-stetiger Abbildungen dient letztendlich allein dem Zweck, in Definition 4.5
einem Programm genau eine ausgezeichnete cbv-Interpretation als Datentyp zuordnen zu kénnen.
Trotzdem kann der Halbordnung eine intuitive Bedeutung zugemessen werden. Die Halbordnung
(Té, <) ist eine Ordnung beziiglich des Informationsgehalts. L als kleinstes Element steht fiir das
vollige Fehlen von Information. Alle anderen Elemente ¢t € T¢ sind grofler als 1, da sie Information
reprasentieren. Sie stellen alle verschiedene Information dar und sind daher nicht miteinander ver-
gleichbar. Aufgrund dieser Nicht-Vergleichbarkeit stellt die geforderte w-Stetigkeit der Operationen
auch keine Einschriankung der Operationen iiber dieser Menge T dar. Die Menge der durch Pro-
gramme beschreibaren Operationen ist also hierdurch diesbeziiglich nicht beschrinkt. Andererseits
ist die geforderte Monotonie der Operationen iiber Tcl auch einleuchtend: Besitzt ein Element b
mehr Information als ein Element a, so erwarten wir von einer Operation ¢, dal ¢(b) mehr Infor-
mation besitzt als ¢(a). In nicht-flachen Halbordnungen, wie wir sie ab 4.3.1 betrachten werden,
wird die Abstufung beziiglich des Informationsgehalts noch deutlicher.

Aus der w-Vollstandigkeit der cbv-Interpretationen folgt die w-Vollstindigkeit der Halbordnung
(Ints; cby, &) der cbv-Interpretationen. Wir wollen dies hier nicht beweisen, wie wir iiberhaupt in
diesem Kapitel auf viele Beweise, insbesondere der Wohldefiniertheit der Fixpunktsemantiken, ver-
zichten. Hier sollen hauptséchlich die Prinzipien und Konzepte vorgestellt werden. Alle Beweise
werden in Kapitel 5 in einem abstrakteren, allgemeineren Rahmen durchgefiihrt.

Wir haben hier zum ersten Mal folgende Konvention verwendet: Elemente des Rechenbereichs (TZ)
werden mit unterstrichenen Kleinbuchstaben t bezeichnet. Die dadurch auch erfolgte Trennung
von syntaktischen Termen (Tyx) und semantischen Rechentermen (Tg) ist jedoch mit Vorsicht
zu genieBen. Die beiden Mengen besitzen gemeinsame Elemente (T N T4 = T¢), und in einer
Reduktionssemantik ist der Ubergang zwischen beiden praktisch flieBend. Es erweist sich auBerdem
meistens als unpraktisch, fiir das gleiche Element ¢ = ¢ sowohl einen syntaktischen (¢) als auch
einen semantischen (t) Bezeichner zu verwenden.

Nun definieren wir durch die Reduktionsregeln eines Programms dessen Datentyp. Die Operatio-
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nen der auf den linken Reduktionsregelseiten befindlichen Funktions- und Hilfssymbole werden
durch ihre jeweiligen rechten Regelseiten spezifiziert. Zwar ergibt sich daraus noch keine direk-
te Definition der Operationen, da die Funktions- und Hilfssymbole im allgemeinen auch auf den
rechten Regelseiten auftauchen, aber das gesamte Programm ist als eine Abbildung auffafibar: Ist
eine cbv-Interpretation zur Interpretation der Symbole der rechten Regelseiten gegeben, so werden
durch das Programm die Operationen der Symbole der linken Regelseiten und somit eine neue
cbv-Interpretation bestimmt.

Definition 4.4 cbv-Transformation
Die cbv-Transformation des Programms P iiber 3,

‘I>P,cbv : [IntE,vaHIntE,va] )

ist definiert durch

ﬂr]]igﬁ , falls eine Programmregel f(p)—r € P
FOron(2) (0) = ur?d elneaIVarlablenbelegung 0 Varl(ﬁ)—>Tc o
mit [[pl]]liv,ﬁ =t (F1L),....[pn ifbw@ =t, (# 1) existiert
il , andernfalls

fiir alle £ € F, £ € (T¢)" und A € Inty ey,
und auferdem, wenn ¥ = (C, H, F),

L, fallsty =1
B p o () ty , falls eine Variablenbelegung (3 : {z1,...,z,}—T¢
CODdG ’ (21,22,23) = .t G alg _ t J_ . t. £
mit [G(21,...,2z)] 5, g =1t (# 1) existier
t3 , andernfalls
B(xz;) , falls eine Variablenbelegung 3 : {z1,...,z,}—T¢
DPp phy (A . c .
selgy b )(ﬁ) = mit [G(z1,..., %) ilfbvﬂ =1t (# 1) existiert
1, andernfalls
fiir alle condg,selg; € H, t,t1,t5,13 € Té und A € Inty, cpy. O

Die zu einem konkreten Operationsargument gehorende rechte Regelseite wird durch ein seman-
tisches Patternmatching ausgewéhlt. Hierbei ist zu beachten, dal die Definition von der Wahl
der in der algebraischen Termsemantik beim Patternmatching ([p; i_lfbv,ﬁ = t;) verwendeten cbv-
Interpretation (Lgpy) unabhingig ist. Da p; € Te ist, und die Konstruktoroperationen in allen
cbv-Interpretationen gleich sind, kann dort eine beliebige cbv-Interpretation verwendet werden. Es
wird hier 1., gewédhlt, da die Verwendung der einzigen anderen ausgezeichneten cbv-Interpretation
2 den falschen Eindruck einer (nicht vorhandenen) Abhéngigkeit schaffen wiirde.

Wie angekiindigt, werden alle Operationen als strikt definiert; nur die Verzweigungsoperationen
konnen an der 2. und 3. Argumentstelle nicht-strikt sein. Deshalb wird die Definition der Hilfsope-
rationen getrennt aufgefithrt. Die Selektionsoperationen werden allerdings genauso wie die Funkti-
onsoperationen behandelt.

Die Eindeutigkeit der Definition, die w-Stetigkeit der Funktions- und Hilfsoperationen und die
w-Stetigkeit der cbv-Transformation iiberhaupt werden wie erwéhnt erst in Kapitel 5 bewiesen.
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BEMERKUNG 4.2: Algebraische Termsemantik und Substitution
Die cbv-Transformation liefe sich auch dquivalent mit Applikationen einer Substitution anstelle der
algebraischen Termsemantiken mit Variablenbelegung definieren:

[ro]3® | falls eine Programmregel f(5)—r € P
FEPen () (7 = und eine Substitution o : Var(p)—T¢
. mit p1o =1;,...,pp0 =1, existiert
L , andernfalls

(entsprechend fiir die Hilfsoperationen).
Fiir eine Variablenbelegung [ : Var(p)—T¢ und eine Substitution o : Var(p)—T¢ mit B(z) = zo
fiir alle z € Var(p) gilt geméB des nachfolgenden Lemmas 4.2 iiber Substitutionsapplikation und
algebraische Termsemantik [[c]];l% = [co]3® fiir alle ¢ € Te und 2 € Inty; chy. Demnach ist dann
insbesondere

il 5= [piol T =pio
fiir alle ¢ € [n] und

[rTa% = [rola®.

Somit sind die beiden Definitionen wirklich dquivalent.
Die Verwendung der Substitution hat den Vorteil der grofleren Ndhe zur Reduktionssemantik.
Daher werden wir diese Variante auch in 4.2.3 beim Beweis der Ubereinstimmung von Fixpunkt-
und Reduktionssemantik verwenden.
Eine Applikation einer Substitution ist im Prinzip eine spezielle algebraische Termsemantik, wes-
halb auch die obige Aquivalenz gilt. Fiir die cbn-Transformation und fiir die in Kapitel 5 definierte
¢-Transformation kénnen wir leider keine Substitution mehr verwenden. Wir miissen die allgemei-
neren algebraischen Termsemantiken einsetzen. Daher erfolgt auch hier schon die Definition der
cbv-Transformation mit algebraischen Termsemantiken. a

Lemma 4.2 Substitutionsapplikation und algebraische Termsemantik

Sei ¥ eine Signatur, A = (A,a) € Algy, 0 : X—Tx(X) eine Substitution und 3,4 : X—A
Variablenbelegungen.

Es gelte

B(x) = [wolyf
fiir alle x € X. Dann ist

I35 = [tol3%
fir alle t € Ty (X).

Beweis:

t=z € X:
1 Vor. 1 1
[tl5% = B(x) = [xaly = [tolas-
t=g(t1,...,tn): (g™ € X).

| 1 lg\ LV. 1 1 1
[t155% = o™ ([t15%, - - [talal) = o™ (1ol [tno]s%) = [toly% -
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Fiir den durch ein Programm spezifizierten Datentyp D € Inty; o1,y mufl natiirlich D = ®p (D)
gelten, d. h. D muf} ein Fixpunkt der Transformation sein. Die Transformationen der meisten Pro-
gramme besitzen allerdings viele Fixpunkte:

undef — undef

Da dieses Programm iiber den semantischen Wert von undef iiberhaupt nichts aussagt, ist es sinn-
voll, undef den semantischen Wert fiir fehlende Information oder Undefiniertheit, |, zuzuordnen.
Entsprechend wéhlen wir von allen Fixpunkten der Transformation den kleinsten als Datentyp des
Programms. Dieser kleinste Fixpunkt ist praktisch der kleinste gemeinsame Nenner aller Fixpunkte
beziiglich des Informationsgehalts und besitzt somit nur die Eigenschaften, die durch das Programm
eindeutig spezifiziert werden.

Definition 4.5 cbv-Fixpunktdatentyp und cbv-Fixpunktsemantik
Der cbv-Fixpunktdatentyp D%fcbv des Programms P ist definiert als der kleinste Fixpunkt der
cbv-Transformation ®p g,y :

D%,(cbv = Fix(q)P,CbV) = |_| (q)P,cbv)i(J—cbv)-
1€IN

Die cbv-Fixpunktsemantik [t f})’fcbv des Grundterms ¢t € Ty beziiglich P ist definiert als die
algebraische Grundtermsemantik von ¢ beziiglich des cbv-Fixpunktdatentyps:

fi 1
[[t]] P>,<cbv = [[t]] %Ex
P,cbv

d

Hier wird die w-Vollstandigkeit der cbv-Interpretation benétigt. Aus ihr folgt die w-Stetigkeit der
cbv-Transformation (siehe Kapitel 5) und mit dem Fixpunktsatz von Tarski wissen wir, dafl je-
de cbv-Transformation einen kleinsten Fixpunkt besitzt. Somit ordnet unsere Fixpunktsemantik
wirklich jedem syntaktisch korrekten Programm genau eine Bedeutung, einen Datentyp zu.

Der Fixpunktsatz gibt uns sogar gewissermafien eine Methode zur Bestimmung des cbv-Fixpunkt-
datentyps. Beginnend mit der kleinsten Interpretation L.y, konnen wir durch fortwiahrende Anwen-
dung der Transformation unseren Datentyp erreichen. Freilich stellt dies kein effektives Verfahren
zur Berechnung des Datentyps dar, da erstens die Iteration im allgemeinen bis oo geht, und wir
zweitens Interpretationen 2 nicht direkt endlich darstellen kénnen. Interpretationen lassen sich
durch Programme darstellen, womit wir uns aber im Kreis drehen. Somit ist die Fixpunktsemantik
wirklich keine operationelle Semantik, sondern eine denotationelle. Fin Programm denotiert einen
Datentyp.

Diese Methode der iterativen Anwendung der Transformation bildet iibrigens die Grundlage der
abstrakten Interpretation (Kapitel 20 in [Fie&Har88]). Damit lassen sich gewisse semantische
Eigenschaften von Programmen — insbesondere fiir Optimierungszwecke — feststellen.

Beispiel 4.5 Bestimmung eines cbv-Fixpunktdatentyps (siche Bsp. 3.6, S. 45)

listel —  []:1listel
liste?2 —  [[I]:1iste2
head(x:xs) — x
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Sei 21; := ((I)Rcbv)i(J_va) fiir alle ¢ € IN.

i=0 i=1 i=2 |...]i=o0c (DL, =)
liste1%()| L | [[: listel]]il;w(listel._d) =1 |wiei=1]... wie i = 1
liste2?() | L [[[]]: 1iSte2]]ifbv,(liste2|—>L) =1 |wiei=1]... wie i =1
1 - 1
head® |t~ L [ — L wiei=1/|... wiei =1
tiity — 4
mit t € Tz, t,t, € Te. O

Wir geben hier auch noch kurz die Hilfsoperationen an, da diese wie gesagt unabhéngig von einem
konkreten Programm sind und zum Basisdatentyp gehoren.

Korollar 4.3 Hilfsoperationen des cbv-Fixpunktdatentyps

L, fallsty =1
Dix ty , falls eine Variablenbelegung (3 : {z1,...,z,}—T¢
CODdG © v(tl)iQ?ES) - . G alg o t J_ st
mit [G(z1,...,2)[ 5 =1 (# 1) existiert
t; , andernfalls
iix B(xz;) , falls eine Variablenbelegung 3 : {z1,...,2,}—T¢
selg 7™ (1) = mit [G(z1,...,2,)] T8 5 =1 (# L) existiert
1, andernfalls

fiir alle condg, selg; € H und t,¢y,t5,t3 € Té.
Beweis:
Ergibt sich direkt aus der cbv-Transformation. a

Es stellt sich nun die Frage, ob diese cbv-Fixpunktsemantik gleich der li-Reduktionssemantik ist,
oder ob wir wohlmdoglich zwei verschiedene statt einer cbv-Semantik definiert haben.

4.2.3 Ubereinstimmung der Reduktions- und der Fixpunktsemantik

Obwohl die Definitionen der li-Reduktions- und der cbv-Fixpunktsemantik viele Ahnlichkeiten auf-
weisen, ist ein direkter Beweis der Gleichheit der beiden Grundtermsemantiken [-]% und [[-]]f}i‘cbv
ziemlich schwierig. Eine strukturelle Induktion {iber den Termaufbau ist nicht méglich. Eine Induk-
tion iiber die Anzahl der li-Reduktionsschritte bis zur Normalform 148t uns noch das nicht-triviale
Problem {ibrig, zu zeigen, daf fiir alle Terme ¢ € Ty, die keine li-(Konstruktor)normalform besitzen
[[t]]%fcbv = 1 gilt. Auch zu zeigen, dafl D%fcbv ein Datentyp der Grundtermsemantik [-]% ist, erweist
sich als @hnlich schwierig.

Wir verwenden daher hier eine ganz andere Beweismethode. Wir definieren zu der li-Reduktions-
semantik [- 1}3 einen Datentyp D?J, und zeigen dann, dafl dieser gleich dem cbv-Fixpunktdatentyp
Dy Ist.

Wir haben allerdings schon festgestellt, dal es im allgemeinen mehrere Datentypen einer Grund-
termsemantik gibt. Das Problem liegt darin, dal zu einem (semantischen) Rechenterm, d. h. einem
Element des Trigers, eventuell kein syntaktischer Term existiert, der den Rechenterm denotiert.
Diese Moglichkeit existiert auch bei der li-Reduktionssemantik, ndmlich, wenn es keinen ,,undefi-
nierten“ Term gibt, d.h. kein ¢; € Ty, mit [t;]% = L. In diesem Fall miissen wir, um genau einen
Datentyp zu erhalten, die Definition des Datentyps der li-Reduktionssemantik , ergénzen®.
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Definition 4.6 li-Datentyp
Sei <Té7 «) der Datentyp der li-Reduktionssemantik, dessen Operationen abgesehen von den Ver-
zweigungsoperationen alle strikt sind, und fiir den

1, fallst; =1

(condg)(ty, by, t3) = ty, , falls eine Variablenbelegung (3 : {z1,...,z,}—T¢
a(condg)(ty,l9,13) = mit [G(z1,...,2y) ilfbvﬂ =1, (# L) existiert
t; , andernfalls

fiir alle condg € H und ty, 19,13 € Té‘ gilt.
(T#, <) sei die flache Halbordnung des Rechenbereichs.
Dann heifit DY := (T, <, a) li-Datentyp O

Die Ergénzung um die flache Halbordnung wurde einzig und allein zur Vergleichbarkeit mit dem cbv-
Fixpunktdatentyp D%”‘va vorgenommen. Der li-Datentyp ist damit eine geordnete Algebra. Es ist
noch zu zeigen, dafl D?D wohldefiniert ist, d. h. dafl die geforderte Striktheit auch gegeben ist, wenn
eint; € Ty mit [t L]]llip = | existiert. Auflerdem haben wir fiir den li-Datentyp zur Vereinfachung des
Ubereinstimmungsbeweises die Verzweigungsoperationen vollstéindig neu angegeben. Wir miissen
zeigen, dafl diese mit der li-Reduktionssemantik iibereinstimmen. Andernfalls géibe es gar keinen
li-Datentyp.

Lemma 4.4 Wohldefiniertheit des li-Datentyps
Der li-Datentyp, D}i;, ist wohldefiniert, d. h. es gilt

[o@)]H =L

fiir alle g™ € ©\ {condg € H} und £ € (Tx)"” mit L € {[t1]%,..., [ta]n

und
L, fallst; =1
[conde (t1, o, t3)]b = ty , falls eine Variablenblelegung B:Az1,...,zn}—Tec
GRbm A mit [G(z1,...,7n) ifbv g=1h (# L) existiert
t; , andernfalls

fiir alle condg € H und t1,ta,t3 € T, ty,t9,t5 € Tg mit [t1]h = £, [to]'h = o, [ta]h = t5.

Beweis:

Teil 1: Tst fiir ein i € [n] [t;]' = L, so besitzt t; keine li-Konstruktornormalform. Dann besitzt
auch g(t1,...,t,) keine li-Konstruktornormalform und es gilt [g(#)]' = L.

Teil 2: Fall 1: t; = L.
Somit besitzt ¢; keine li-Konstruktornormalform. Also besitzt auch condg(t1, 2, t3) keine
li-Konstruktornormalform und es gilt [condg (t1,t2,t3)]% = L.

Fall 2: Es existiert eine Variablenbelegung 3 : {x1,...,z,}—T¢ mit [G(z1,...,zy) ilfbvﬂ =
4 (#F 1)
Es ist

1
flpy =t =[G, a5 =G(..),
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und daher

condg(t1,t2,t3) 5 conda(ti L py, t2. t3) —57 to.

Somit gilt ' '
[conde(t1, ta, t3)]p = [t b = to-

Fall 3: Andernfalls.
Analog zu Fall 2 folgt . .
[condg(t1, b2, t3)]p = [t3]p = t5.

d

Existiert ein Term ¢; € Ty mit [t L]]E’ = 1, so existiert auch nur ein einziger Datentyp der
li-Reduktionssemantik — unser gerade definierter li-Datentyp DY,. Andernfalls existieren jedoch
mehrere. Wir haben einen von diesen als li-Datentyp ausgewihlt. Diese Auswahl erfolgte natiirlich
im Hinblick auf die im folgenden Satz zu beweisende Ubereinstimmung von DY und D%"va. Der
Datentyp D% ist jedoch noch auf eine andere Weise ausgezeichnet: Ergidnzen wir unser Programm
P um ein neues Funktionssymbol undef und eine Programmregel

undef — undef

zu einem Programm P, so ist [undef]l, = L. Die meisten Operationen des nun wieder eindeutigen
Datentyps der li-Reduktionssemantik, Dg,, unterscheiden sich jetzt von den entsprechenden Ope-
rationen der Datentypen der li-Reduktionssemantik des Programms P; abgesehen von dem einen
Datentyp D%. DE—,, ist schlicht die Ergénzung von D},i;. um die eine Operation des Funktionssymbols
undef. Der li-Datentyp D?D ist der einzige kompositionelle Datentyp aller Datentypen der li-
Reduktionssemantik. Da die schrittweise Erweiterung eines Programms um zusétzliche Funktionen
eine iibliche Vorgehensweise ist, ist der Erhalt des bisher definierten Datentyps, also die Komposi-
tionalitét der Semantik, wiinschenswert. Wir werden in Kapitel 6 noch einmal darauf eingehen.

Satz 4.5 Ubereinstimmung der Datentypen ’D}ig und Df‘,’,‘cbv
Der li-Datentyp ist gleich dem cbv-Fixpunktdatentyp:

li _ fix
Dp = Dpcpy-

Beweis:
Wir zeigen in 3 Schritten, da DY = (T é, <, ) ebenfalls der kleinste Fixpunkt der cbv-
Transformation ®p cp,, und somit gleich D%‘va ist.
Schritt 1: DFD ist eine cbv-Interpretation.
(T, <) ist die flache Halbordnung des Rechenbereichs.
Fiir alle G™ € C und ¢4, ...,t, € Tc gilt

G(tla LR 7zn) = G(il? s >tn) lP,li’

also ) .
GDI‘D(tlv e 7£n) = [[G(le s 7én)]]1]1"’ = G@lv s 7£n)

Auch sind alle Konstruktor-, Funktions- und Selektionsoperationen strikt. Ebenso sind die
Verzweigungsoperationen geméfl Definition im ersten Argument strikt. Aus dieser Striktheit
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folgt auch gleich die w-Stetigkeit der Operationen (iiber der flachen Halbordnung). Die Ver-
zweigungsoperationen des li-Datentyps sind gem#fl dessen Definition und dem Korollar 4.3
sowieso gleich den Verzweigungsoperationen des (w-vollstdndigen) cbv-Fixpunktdatentyps.

Somit ist D?D w-vollsténdig und eine cbv-Interpretation.

Schritt 2: DY ist ein Fixpunkt der cbv-Transformation.

Tréger, Ordnung und Konstruktoroperationen von @ p (D?D) und D}ig stimmen iiberein. Wir
zeigen noch fePev(PE) = ¢Pp fiir alle f € F(UH).

@p by (D) D

Fiir die Verzweigungssymbole condg € H ist cond, = cond;"” gegeben.

Sei f( € F(U {selg; € H}) und ty,...,t, € Tx, t1,... t, € Tg mit [t1]% =t1,..., [ta]b =
t.

Fall 1: Es existiert eine Reduktionsregel f(5)—r € P und eine Substitution o : Var(5)—Te
mit p10 = £17 <oy PnO0 = tn

Da tllP,li:zl #J_,...,tanJi:En#J_, gllt
[t tn) T (t1lpgis-- - tnlpn) T’ ro

und somit
[[f(tlv' : 7tn) 1]1—’ = [[7“0' 1]1—’

Gemaif der Definition der cbv-Transformation ist
fErean®e)(ty, o t,) = [ro]e.
P
Nach Korollar 3.4, S. 48, iiber Datentypen einer Grundtermsemantik ist
[[?“0]]%15 = [ral}-
Insgesamt gilt also

f’I)PCbV( )(tla e 7tn) = [[T’O']]%li = [[TU]]lIiJ = [[f(th e 7tn)]]1113 = fD?D(il? e 7£n)

Fall 2: | ¢ {t{,...,t,} und es existiert keine passende Regel.

[ty itn) # ftilpys--stalpn) = [t tn) Lpy & Te,

féP’CbV(ng)(ila"'?in) =1= [[f(tlv- . '7tn)leli 1113: [[f(tla'--atn) 1113: ng(tla'--atn)'

Fall 3: | S {tl, e ,En}

f(t1,...,t,) besitzt keine li-Konstruktornormalform. Somit ist

FEPev@E) (gt )= L= [f(t1,....ta)]b = fPP(ty, ..., L,).
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Schritt 3: DY ist der kleinste Fixpunkt der cbv-Transformation.

Angenommen, es gibt einen Fixpunkt 2 = Inty, (1, der Transformation ®p ., mit A C D?D.
Demnach existiert ein £ € F(UH), t5,...,t, € T mit

li
fm(ilv"'vin) < fDP(ilv--'vin)

Somit ist f2(ty,...,t,) = L und fPP(t;,...,1,) # L.
Es existiert also ein Term ¢t € Ty, mit
[t]38 = 1 und [[t]]“;?i # L. (%)
P
Aus [[t]] Dl # | folgt die Existenz einer terminierenden li-Reduktionsfolge t —— -5 tlrn € Te.

Sei t ein beziiglich T minimaler Term mit obiger Eigenschaft () (dabei ist ¢’ , kleiner-
gleich* t gdw. t —> t’; ,minimal“ ist wohldefiniert, da fiir alle Terme mit obiger Eigenschaft
(%) die li- Reduktlon terminiert).

Die Existenz der li-Reduktionsfolge impliziert die Existenz der li-Reduktion

t 2t

)

d. h. es gibt eine Reduktionsregel [—r € P und eine Grundsubstitution o mit

t =tu « lo] (1)
t' = tlu « ro] (2)
und auflerdem ist selbstverstandlich
alg malg
[[t]]pki) [[t ]]Dg' (3)

Da 2 ein Fixpunkt der Transformation ®pc,, und lo = f(t1,...,t,) mit f € F( U H) und
t1,...,tn, € Ty ist, gilt

[lo]5® = ()35, - [ta]a®) = [rola®.
Mit der Invarianz der algebraischen Termsemantik folgt hieraus
[tlu — 1o]]5® = [tlu — rolla®, (4)
und insgesamt gilt

1= 103 ©Q [tfu — 10]]28 @ [tu — roljde 2 (13,

Somit ist [¢']3% = L und nach (3) [t/ ]];)1% # 1. Dies steht im Widerspruch zu der Annahme,
P

daf} ¢ ein beziiglich # minimaler Term mit der Eigenschaft (x) ist.
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Aus der Gleichheit der Datentypen folgt auch die Gleichheit der Grundtermsemantiken.

Korollar 4.6 Gleichheit der li-Reduktionssemantik und der cbv-Fixpunktsemantik

[15 = [ 1B

Beweis:
- 1 1
[1% = T15% = [156 =[] 2

1i fix -
DP DP,cbv

4.3 Die cbn-Semantik

Der call-by-name Auswertungsmechanismus iibergibt die Argumente einer Funktion an diese in ei-
ner unausgewerteten Form und wertet diese erst aus, wenn sie im Funktionskorper wirklich fiir das
Funktionsergebnis bendtigt werden. Wahrend der cbv-Auswertungsmechanismus die Striktheit der
Funktionen erzwingt, kénnen in mit dem cbn-Auswertungsmechanismus arbeitenden funktionalen
Programmiersprachen Funktionen auch nicht-strikt sein. Da insbesondere die die Datenelemen-
te aufbauenden Konstruktoren nicht-strikt sind, ist die Spezifikation sogenannter ,unendlicher*
Datenstrukturen mdoglich. Diese ,unendlichen“ Datenstrukturen kénnen zwar niemals selbst das
Ergebnis einer (terminierenden) Berechnung sein, aber mit ihnen lassen sich viele Programmier-
probleme sehr elegant 16sen (siche Kapitel 4 in [Fie&Har88]).

4.3.1 Die Fixpunktsemantik

Die Definition der cbn-Fixpunktsemantik erfolgt analog zur cbv-Fixpunktsemantik. Unterschiede
ergeben sich nur aus der moglichen Nicht-Striktheit der Operationen. Funktions- und Hilfsoperatio-
nen sind nur noch strikt, wenn sie durch das Programm bzw. das assoziierte Termersetzungssystem
derart spezifiziert sind, und Konstruktoroperationen sind generell nicht-strikt.

Da nun fiir die Applikation von Konstruktoroperationen auf | neue Datenelemente benttigt wer-
den, verwenden wir anstelle von TCL die Menge der unendlichen, partiellen Konstruktorterme T,
als Rechenbereich. Die echt partiellen Konstruktorterme stellen Approximationen von totalen
Konstruktortermen dar, und die kanonische Halbordnung (Tgo |, <) représentiert diese Approxi-
mation. Die Halbordnung (Tg" ', <) ist w-vollstdndig, wie es fiir die Fixpunktsemantik benotigt
wird.

Definition 4.7 cbn-Interpretation
Sei (Tgo |, <) die kanonische Halbordnung der unendlichen, partiellen Konstruktorterme. Sei

a U En—>[(T8‘fL)”—>T8fL]
ielN

eine Zuordnung von w-stetigen Operationen an die Operationssymbole mit
CM(G)(Q, v 7£n) = G(tla cee 7tn)

fiir alle G™ € C und ty,...,t, € T,

Eine w-vollstindige ¥-Algebra 2 = (T¢°, , <, ) heifit cbn-Interpretation. Die Menge aller cbn-
Interpretationen zu einer festen Programmsignatur ¥ wird mit Inty, ch, bezeichnet. Wir schreiben
Lebn i= J‘IntE,cbn fir das kleinste Element der kanonischen Halbordnung (Ints. chn, ). O
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Die cbn-Transformation unterscheidet sich von der cbv-Transformation im wesentlichen nur durch
die fehlende Erzwingung der Striktheit der Operationen. Da die Nicht-Striktheit der Verzweigungs-
operationen an der 2. und 3. Argumentstelle somit kein Problem mehr darstellt, ist eine getrennte
Definition der Hilfsoperationen hier auch nicht mehr notig.

Definition 4.8 cbn-Transformation
Die cbn-Transformation zu dem Programm P iiber 3,

q)P,cbn : [IntZ,cbn_’IntE,Cbn] >

ist definiert durch

[['r]]g[lgﬁ . falls eine Reduktionsregel f(p)—r € P
FEran()(F) und eine Variablenbelegung 3 : Var(p)—Tg%,
o mit [[pl]]‘j_lfbn g=11, [[pn]]ej_lfbn 5 =ty existiert
L , andernfalls
fiir alle f(™ ¢ F.t e (TE?L)TL und 2 € Inty, cpn. a

Es ist zu beachten, dafl bei der Definition der cbn-Transformation der Einsatz algebraischer Term-
semantiken wirklich notig ist. Aufgrund der partiellen und der unendlichen Konstruktorterme ist
eine dquivalente Definition mit Substitutionen (wie bei der cbv-Transformation in Bemerkung 4.2,
S. 58, erwahnt) nicht mehr moglich.

Definition 4.9 cbn-Fixpunktdatentyp und cbn-Fixpunktsemantik
Der cbn-Fixpunktdatentyp D%”‘Cbn des Programms P ist definiert als der kleinste Fixpunkt der
cbn-Transformation ®p cpn:

D?—"’j{cbn = Fix(q)P,cbn) = |_| (q)P,cbn)i(J—cbn)-
1€IN

Die cbn-Fixpunktsemantik [[t]]%fcbn des Grundterms t € Ty beziiglich P ist definiert als die
algebraische Grundtermsemantik von t beziiglich des cbn-Fixpunktdatentyps:

fix L alg
[[t]]P,cbn T [[t]],D%,(cbn'
(]
Zum Vergleich mit der cbv-Fixpunktsemantik (Bsp. 4.5, S. 59) betrachten wir die cbn-Fixpunkt-

semantik des fiir die Normalformsemantik so problematischen Programms aus Beispiel 3.6, S. 45.
Als algebraische Termsemantik ist die cbn-Fixpunktsemantik natiirlich invariant.

Beispiel 4.6 Bestimmung eines cbn-Fixpunktdatentyps

listel —  []:1listel
liste?2 —  [[I]:1iste2
head(x:xs) — x
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Sei 21; := ((I)P,cbn)i(lcbn) fiir alle ¢ € IN.

i=0 i=1 i=2 |...|i=o00 (D, =)
liste1?i() € [:L 0:70:L |... M, 0.0
liste2™() | L [0 L (07107 Lo [ 1 10, -
I
head™ |t~ L l — 1 wiei=1 |... wie i =1
ity = 4
mit ,%;,%, € TE?J_.
Somit ist
[1istel]flp, = [, 0,0 -] und [Liste2]g%y, = [[[1, (0. (0], -,
und
[head(listel) fli;,(cbn =[] und [[head(liste2)]]flig’fcbn =1
stellt keinen Widerspruch zur Invarianz dar. a

Ein anderes Beispiel verdeutlicht die Ausdrucksméchtigkeit der Programme mit Pattern zusammen
mit der cbn-Semantik. Wir werden in Kapitel 7 noch einmal auf dieses Beispiel eingehen.

Beispiel 4.7 Paralleles And

and(False,x) — False
and (x,False) — False
and(True,True) — True

Die Operation andPPebn wird durch die folgende Wertetabelle beschrieben.

fix
andPPebn 1 False True

1 1 False 1
False False False False
True 1 False True

BEMERKUNG 4.3: Uberabzihlbarkeit des Rechenbereichs

Die Menge aller unendlichen, partiellen Konstruktorterme ist leider iiberabzéhlbar, wir wie in 2.4.2
festgestellt haben. Da jedoch nur eine abzahlbare Menge von syntaktischen Termen Ty und eine
abziéhlbare Menge von Programmen existiert, benotigen wir fiir deren Semantik eigentlich auch
nur einen abzéhlbaren Rechenbereich (wir kénnen ,abzdhlbar® sogar durch ,,aufzihlbar® ersetzen).
Fir viele Elemente ¢ des Rechenbereichs Tg?, existiert kein ¢ € Ty und kein Programm P mit

It f}”‘cbn =t. Es ist jedoch keine sinnvolle Charakterisierung der wirklich benétigten Teilmenge von
T, bekannt. Die schlichte Definition der benétigten Teilmenge als die Menge aller durch einen
beliebigen Term bei einem beliebigen Programm denotierten unendlichen, partiellen Konstruktor-
terme stellt keine niitzliche Losung dar. Auflerdem sind alle endlichen, partiellen Konstruktorter-
me T¢ | denotierbar, und die echt unendlichen werden zumindest fiir die Fixpunktsemantik (und
auch fiir die Reduktionssemantik wie wir sehen werden) aufgrund der geforderten w-Vollstéindigkeit
bendtigt. a
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4.3.2 Die Reduktionssemantik

Der cbn-Auswertungsmechanismus wird iiblicherweise mit der leftmost-outermost Reduktionsstra-
tegie gleichgesetzt. Wir definieren diese nun formal, wobei wir aus dem in Bemerkung 4.1, S. 53,
genannten Grund nur (leftmost-)outermost Redexstellen und keine (leftmost-)outermost Redexe
definieren.

Definition 4.10 Leftmost-outermost (lo-) Reduktion
Seit e Tx.

e Die Stelle u € RedOccp(t) heifit genau dann outermost Redexstelle des Terms ¢, wenn
keine Redexstelle v € RedOccp(t) mit v < u existiert.

e Die beziiglich der lexikographischen Ordnung kleinste outermost Redexstelle von ¢ heif3t
leftmost-outermost Redexstelle des Terms t.

e Eine Reduktion A =t ﬁ ' heifit genau dann leftmost-outermost Reduktion, wenn u
die lo-Redexstelle von t ist. Hierdurch ist auch die leftmost-outermost Reduktionsstra-

tegie P’ definiert.

d

Da ein Term nur héchstens eine lo-Redexstelle besitzt, ist die lo-Reduktionsrelation o’ wirklich

)

eine sequentielle Reduktionsstrategie.

Wir haben in Beispiel 4.1, S. 50, die lo-Reduktionsstrategie erfolgreich fiir die cbn-Auswertung
eingesetzt. Dennoch ist die lo-Reduktionsstrategie im allgemeinen leider unvollstindig; sie stimmt
nicht mit der cbn-Fixpunktsemantik {iberein.

Beispiel 4.8 Unvollstindigkeit der lo-Reduktionsstrategie

and(x,False) — False
a — False
undef — undef

[and(undef, a)]]%f‘cbn = andD?chbn(L, False) = False,
aber:
and(undef, a) T and(undef, a) DEREE
Das 2. Argument a wird niemals zu False reduziert, so dafl die Programmregel fiir and niemals

angewendet werden kann. a

Daher verwenden wir fiir die cbn-Reduktionssemantik die parallel-outermost Reduktion.

Definition 4.11 Parallel-outermost (po-) Reduktion

Eine Reduktion A =t —g—» t' heifit genau dann parallel-outermost Reduktion, wenn U die

Menge aller outermost Redexe des Terms ¢ ist. Hierdurch ist auch die parallel-outermost Re-
duktionsstrategie yored definiert. a
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Trivialerweise sind die outermost Redexe eines Terms voneinander unabhéngig. Die (deterministi-
sche) po-Reduktionsstrategie ist eine parallele Reduktionsstrategie.

Mit der po-Reduktionsstrategie bekommen wir zu Beispiel 4.8 nun den gewiinschten Konstruktor-
term als po-Normalform:

and(undef, a) P and(undef,False) ——» False.

)

Die einfache Verwendung der po-Normalform als Semantik eines Terms, wenn diese existiert und ein
Konstruktorterm ist, und 1 andernfalls — analog zur li-Reduktionssemantik —, ist hier natiirlich
nicht mehr moglich, da wir als semantischen Wertebereich den Rechenbereich T, mit partiellen
und unendlichen Konstruktortermen verwenden.

Beispiel 4.9 Unendliche Liste

listel — [J:1listel

Gemaif Beispiel 4.6 ist

HliStel]]g,chn = [Hv Hv []7 .- ]
Wir berechnen
listel o [| : listel T []:]]:listel Fod [:]:[:listel Tog

d

Natiirlich kénnen sich echt unendliche Konstruktorterme niemals als Ergebnis einer Berechnung
ergeben. Auch fiir syntaktische Terme, denen ein echt partieller Konstruktorterm als Semantik
zugeordnet ist, kann dieser oft nicht berechnet werden, da insbesondere die ergebnislose Nicht-
termination mit L gleichgesetzt wird. Aber derartige Berechnungsterme konnen beliebig genau
approximiert werden.

In obiger Reduktionsfolge von listel ist die Approximation der unendlichen Ergebnisliste gut
sichtbar. Offensichtlich kénnen Konstruktorsymbole, die sich oben bzw. auflen in einem Term be-
finden, auch niemals durch Reduktion wieder verschwinden. Dieser ,,obere Konstruktorteil“ eines
Terms ist somit mit Sicherheit eine Approximation des Endergebnisses. Wir bekommen diesen
,oberen Konstruktorteil“ durch die algebraische Termsemantik des Terms beziiglich der kleinsten
cbn-Interpretation 1 .p,, in der alle Funktions- und Hilfsoperationen stets | als Ergebnis liefern.

Definition 4.12 Semantische cbn-Approximation
Die algebraische Semantik beztiglich der kleinsten cbn-Interpretation Lcpy,

1
[[.]]ifbn : TEHTE?L7

heiflt semantische cbn-Approximation.

1 1 1
[G(ty, .. t)]T5 = G([t]T2 . [ta]T8)
[f(ty,. . t)]T8 = L

fiir alle G e C, f € F( U H) (gemiB der Definitionen der algebraischen Termsemantik und der
cbn-Interpretation). O
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Die semantischen Approximationen der Terme der po-Reduktionsfolge bilden eine w-Kette:

listel = [| : listel T []:] :listel T []:]:[:listel T
I[[']allfbn I[[' ailfbn I[.]]ilfbn I[[' ailfbn
L 0:L 0:0: L 0:0:0: L

Die aufgrund der w-Vollstdndigkeit der kanonischen Halbordnung (Tg° , <) existierende kleinste
obere Schranke dieser w-Kette ist dann die po-Reduktionssemantik.

Definition 4.13 po-Reduktionssemantik
Die po-Reduktionssemantik

U'HI;DO : TE—’TE’?L

ist fiir einen Term ¢ € Ty, definiert durch

1
(03 = | KITE, | s ')

Fiir Beispiel 4.9 erhalten wir also wie gewiinscht

[Listel] = | {4, 0L 0:0:L0:0:0: L3 =100.0,--]-

Hiermit haben wir die Definition der po-Reduktionssemantik motiviert. Einen Beweis ihrer Wohl-
definiertheit, d. h. dafl die Approximationen wirklich eine w-Kette bilden, fithren wir jedoch erst in
Kapitel 5.

In Anbetracht der Tatsache, dafl die po-Reduktionssemantik eines Terms immer die kleinste obere
Schranke einer w-Kette von Approximationen ist, stellt sich nun die Frage, ob eventuell auch bei
endlichen, totalen Konstruktortermen als semantischer Wert dieser nur beliebig genau approximiert
aber nie erreicht wird. Dies ist jedoch nicht der Fall.

Lemma 4.7 Berechenbarkeit der po-Reduktionssemantik
Sei t € Tx.. Wenn
[t]7 =t € Tc,

dann existiert die po-Normalform ¢ | p,,, und es gilt
[[t I1)30 =t= 7flP,po'

Beweis:
Spezialfall des Lemmas 5.21, S. 102, iiber die Berechenbarkeit der ¢-Reduktionsemantiken. O

Es ist bekannt, daf§ die po-Reduktionsstrategie normalisierend ist ([O’Do77], Kapitel V, 5. — 7.).

Die Invarianz, die die po-Reduktionssemantik im Gegensatz zur Normalformsemantik besitzt, wird
durch eine stirkere Differenzierung der Terme ohne Normalform vermittels der echt partiellen und
echt unendlichen Konstruktorterme erreicht. Leider kénnen wir die Invarianz nicht auf dhnlich
einfache Weise wie bei der li-Reduktionssemantik zeigen (Lemma 4.1, S. 54). Ein direkter Beweis
der Invarianz der po-Reduktionsemantik erweist sich als praktisch unmoglich. Stattdessen werden
wir in Kapitel 5 erst die Ubereinstimmung der Fixpunktsemantik und der po-Reduktionssemantik
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zeigen, und dann daraus mit der Invarianz der algebraischen Termsemantik die Invarianz der po-
Reduktionssemantik folgern.

Somit kénnen wir aber auch den Beweis der Ubereinstimmung der Fixpunkt- und der po-
Reduktionssemantik nicht analog zu dem entsprechenden Beweis fiir die cbv-Semantik fithren. Dort
haben wir einen speziellen Datentyp der li-Reduktionssemantik, D%, definiert. Fiir dessen Wohlde-
finiertheit ist die Invarianz der li-Reduktionssemantik jedoch Voraussetzung. Auflerdem wére die
analoge Definition eines po-Datentyps weitaus schwieriger, da nicht nur zu L, sondern auch zu
vielen anderen echt partiellen und echt unendlichen Berechnungstermen im allgemeinen kein sie
denotierender syntaktischer Term existiert. Dies folgt schon allein aus der Uberabzihlbarkeit von
T¢°) . Immerhin 1483t sich leicht einsehen, daf fiir alle endlichen, partiellen Berechnungsterme T¢ |
jeweils ein sie denotierender syntaktischer Term aus Ty existiert, wenn dies nur fiir einen einzigen
echt partiellen (T¢ | \ T¢) der Fall ist. Aufgrund der geforderten w-Stetigkeit der Operationen wire
die Fortsetzung der Operationen auf die echt unendlichen Konstruktorterme eindeutig. Die Wohlde-
finiertheit dieses po-Datentyps — beziiglich der Ubereinstimmung mit der po-Reduktionssemantik
— wiire jedoch auch noch zu zeigen. Schlieflich wire die Ubereinstimmung des po-Datentyps und
des cbn-Fixpunktdatentyps auch nicht analog zur cbv-Semantik beweisbar, da wir bei dieser die
speziellen Eigenschaften der flachen Halbordnung ausgenutzt haben (Satz 4.5, S. 62). Wir werden
daher in Kapitel 5 ein anderes Beweisprinzip verwenden.

Zum Schlufl wollen wir noch einmal einen kurzen Blick auf die verworfene lo-Reduktionsstrategie
werfen. Wir haben in Beispiel 4.8 die Unvollstindigkeit der lo-Reduktionsstrategie anhand eines
Programms mit Pattern aufgezeigt. Folgendes Beispiel zeigt, dal die Unvollstdndigkeit auch bei
Programmen mit Hilfsfunktionen gegeben ist.

Beispiel 4.10 Unvollstindigkeit der lo-Reduktionsstrategie, 11

liste — undef:liste
undef — undef

[Liste] B, = [1,L,.. ]

und aus
liste — undef : liste —— undef : undef : liste —— ...
P,pO P7 P, (e}
folgt auch
[iste]’ =] {L,L: L, L:l:l,.. .} =[L 1,1,
aber

liste W undef : liste W undef : liste W ce

und somit wére
[liste]'s = 1 : L.

O

Diese unvollsténdige Approximation ergibt sich jedoch nur bei Termen mit echt partiellen oder echt
unendlichen Konstruktortermen als Semantik. Fiir Terme, die eine (po-)Konstruktornormalform
besitzten, sind diese bei Programmen mit Hilfsfunktionen wirklich mit der lo-Reduktionsstrategie
berechenbar. Auf den Beweis dieser Aussage wollen wir jedoch verzichten. Dennoch erklart dies
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die allgemeine Verwendung der lo-Reduktionsstrategie fiir den cbn-Auswertungsmechanismus. Pro-
gramme (erster Ordnung) funktionaler Programmiersprachen wie Miranda, Haskell und Hope sind
in gewisser Weise auch nur Programme mit Hilfsfunktionen und keine mit Pattern, wie wir in
Kapitel 7 sehen werden.

Allerdings geben die mit dem cbn-Auswertungsmechanismus arbeitenden funktionalen Program-
miersprachen fiir interaktive Ein- und Ausgabe auch Approximationen potentiell unendlicher Da-
tenstrukturen aus. Jedoch handelt es sich bei diesen ausgegebenen Datenstrukturen immer um
Listen und um keinen anderen algebraischen Datentyp (alle Ausgaben werden in Zeichenketten
(Strings), also Listen konvertiert). Diese ,passen“ aufgrund ihres speziellen Aufbaus genau zur
lo-Reduktionsstrategie.

Beispiel 4.11 lo-Reduktion und unendliche Listen

listel’ — a:listel’
a — [

[1iste1]5%, = 0.0, 0, .

Dieser unendliche Konstruktorterm wird auch durch die lo-Reduktionsstrategie approximiert:

listel’ —— a:listel’ ——|[]:listel’ —— [ :a:listel’ —— ....
Pl P,lo P,lo P,lo

) )

Die zur lo-Reduktionsstrategie symmetrische rightmost-outermost Reduktionsstrategie produziert
dagegen

listel’ ——a:listel’ ——=a:a:listel’ ——=---
Pro Pro —— Pro

Iﬂ.ﬂj‘lfbn I[[ ilfbn I[[ ilfbn
1 1.1 111
O

Wiren die Argumente des Listenkonstruktorsymbols Cons bzw. : in der umgekehrten Reihenfolge,
dann wire somit die rightmost-outermost Reduktionsstrategie ,,passend®. Freilich hat die leftmost-
outermost Reduktionsstrategie auch bei Listen ihre Grenzen:

Das Miranda-Programm

liste3 = 1:2:undef:3:[]
(undef = undef) produziert zu der Eingabe liste3 nur die Ausgabe:
1,2,

Bei Betrachtung realer funktionaler Programmiersprachen gehoren in diesen Zusammenhang jedoch
auch noch Begriffe wie head-normal form und weak head-normal form, auf die wir jedoch nicht
eingehen wollen (siehe [Fie&Har88|).



Kapitel 5

Die ¢-Semantiken

Die Betrachtung der Striktheit der Operationen in unseren zwei Standardsemantiken cbv und cbn
fithrt uns in 5.1 zum Konzept der sogenannten erzwungenen Striktheit ¢. Hieraus ergibt sich die
Definition einer beziiglich dieser erzwungenen Striktheit parametrisierten Menge von Semantiken
fiir unsere Programme, den ¢-Semantiken. Die cbv- und die cbn-Semantik sind nur zwei, allerdings
ausgezeichnete Vertreter dieser Menge.

In 5.2 definieren wir die ¢-Semantik durch eine Fixpunktsemantik. Wir zeigen auch, dafl die cbv-
und die cbn-Fixpunktsemantik wirklich spezielle ¢-Fixpunktsemantiken sind (5.2.2). In 5.2.4 wird
auch die Wohldefiniertheit der ¢-Fixpunktsemantik und damit insbesondere auch die der cbv- und
der cbn-Fixpunktsemantik bewiesen.

In 5.3 wenden wir uns dann Reduktionssemantiken fiir unsere ¢-Semantik zu. Nach der Untersu-
chung des Begriffs der in der ¢-Fixpunktsemantik korrekten (s-)Reduktion definieren wir in 5.3.1
zwei ¢-Reduktionssemantiken. Von diesen ist die erste mehr von theoretischem Interesse, wihrend
die zweite implementierungssniher ist. Anschlieend zeigen wir in 5.3.2 noch die Bezichung dieser
¢-Reduktionssemantiken zu der in Kapitel 4 definierten li- und der po-Reduktionssemantik der cbv-
respektive cbn-Semantik auf. Die Wohldefiniertheit dieser zwei Reduktionssemantiken wird in 5.3.3
bewiesen.

Darauthin zeigen wir in 5.4 einige grundlegende Beziehungen zwischen der ¢-Fixpunkt- und den
¢-Reduktionssemantiken auf. Insbesondere beweisen wir in 5.4.3 die schon erwidhnte Korrektheit
der ¢-Reduktion.

Damit kénnen wir schlieflich in 5.5 die Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und der zwei ¢-Reduk-
tionssemantiken beweisen. Sich hieraus ergebende Anregungen fiir effizientere ¢-Reduktionsseman-
tiken greifen wir in 5.5.4 kurz auf.

5.1 Verallgemeinerung der zwei Standardsemantiken

Bei Betrachtung der Definitionen der cbv- und der cbn-Fixpunktsemantik fillt auf, dafl diese je-
weils im wesentlichen aus zwei Teilen bestehen: den Interpretationen und der Transformation. Die
Interpretationen stehen in enger Beziehung zum jeweiligen Basisdatentyp: die cbv-Semantik besitzt
mit der flachen Halbordnung (T4, <) des Rechenbereichs nur endliche Datenstrukturen, wihrend
die cbn-Semantik mit (Tg° , <) auch unendliche Datenstrukturen erméglicht. Die Transformation
legt dagegen die Semantik und damit insbesondere die Strikt- oder Nicht-Striktheit der Funktions-
und Hilfsoperationen fest.

Da die Interpretationen und die Transformation jeweils ziemlich unabhéngig voneinander sind, liegt
der Gedanke eines Austauschs dieser zwischen cbv- und cbn-Semantik nahe. Bei nur geringfiigigen
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Anderungen 18t sich die cbn-Transformation auch auf die cbv-Interpretationen und umgekehrt die
cbv-Transformation auf die cbn-Interpretationen anwenden.

Die auf erstere Art entstehende Semantik ist gar nicht so ungewdhnlich. In der Literatur iiber Fix-
punktsemantiken von Funktionsschemata ([Vui74], [Manna74], [Nivat75], [Dow&Se76], [Loe&Sie87],
[Ind93]) werden ,,cbn-Semantiken* mit nicht-strikten Funktionen tiber flach geordneten Basisdaten-
typen (discrete domains) betrachtet (nur [Ber&Lévy77] und [Cou90] betrachten auch nicht-flach
geordnete Basisdatentypen). Somit wird die ,,unnatiirliche®, ,,erzwungene“ Striktheit der Funktio-
nen in der Transformation vermieden; aufgrund der flachen Halbordnung des Basisdatentyps bleibt
die gesamte Theorie der Fixpunktsemantik jedoch so einfach wie unsere cbv-Fixpunktsemantik.
Die Semantik, die auf die zweite Art entsteht, ist sogar in der funktionalen Programmiersprache
Hope! realisiert worden (Kapitel 4 in [Fie&Har88]). Diese kombiniert nicht-strikte Konstruktoren
mit dariiber definierten strikten Funktionen. Auf diese Weise besitzt Hope die méchtigen Aus-
drucksmoglichkeiten unendlicher Datenstrukturen, kann aber den in Implementationen effizienteren
cbv-Auswertungsmechanismus teilweise verwenden.

Durch die méglichen Kombinationen von Interpretationen und Transformationen erhalten wir insge-
samt vier verschiedene Semantiken. Dies hat den unerfreulichen Aspekt, dafl wir auch vier verschie-
dene Reduktionssemantiken (noch zwei) definieren und viermal die Ubereinstimmung von Fixpunkt-
und Reduktionssemantik beweisen miissen. Zwischen den vier Semantiken bestehen zwar enge Be-
ziehungen und daher Ahnlichkeiten, aber allgemeine Aussagen iiber genau diese vier lassen sich
schwer beweisen.

Da auflerdem die Hilfsoperationen zum Basisdatentyp gehoren, sollte sich ihre Striktheit bzw. Nicht-
Striktheit nach den Konstruktor- und nicht nach den Funktionsoperationen richten. Allerdings sind
ihre Striktheiten aufgrund ihrer speziellen Reduktionsregeln sowieso in allen vier Semantiken gleich.
Die Losung des Problems besteht in der schlichten Idee einer weiteren Verallgemeinerung. Wir
fithren einen neuen Parameter ¢ ein, der fiir jede Argumentstelle jedes Operationssymbols angibt,
ob die Operation an dieser Argumentstelle strikt sein soll. Auf diese Weise erhalten wir zwar eine
beliebig grofie Anzahl von Semantiken (in Abhé#ngigkeit von der Programmsignatur), aber wir
konnen diese auf ziemlich einfache Weise einheitlich behandeln. Wir werden sehen, dafl gerade
diese Verallgemeinerung zu einem tieferen Verstdndnis — auch der schon untersuchten cbv- und
cbn-Semantiken — fiihrt.

Die Striktheit bzw. Nicht-Striktheit der Konstruktoroperationen wird direkt durch den neuen Pa-
rameter ¢ bestimmt. Dagegen kann die Striktheit von Funktions- und Hilfsoperationen schon allein
durch das Programm festgelegt sein (siehe dazu Beispiel 3.2, S. 39; die Operation von and ist auch
in der cbn-Semantik strikt). Bei prinzipiell méglicher Nicht-Striktheit von Funktions- oder Hilfs-
operationen soll der Parameter ¢ die Striktheit jedoch erzwingen koénnen. Dies fiithrt uns zu der
Bezeichung ,,erzwungene Striktheit.

Definition 5.1 Erzwungene Striktheit
FEine Abbildung

< U Y,—1IB"
nelN
heifit erzwungene Striktheit zur Signatur . Sie ordnet jedem Signatursymbol g € ¥ seine
erzwungene Striktheit ¢(g) zu.
Sei ¢ eine erzwungene Striktheit, ¢ € ¥, und ¢, . .. ity € TS| . g heifit genau dann erzwungen

'Bs existieren neben der Standardimplementierung allerdings auch Implementierungen von Hope, die mit dem
reinen cbn-Auswertungsmechanismus arbeiten.
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strikt fiir £, wenn
di€n].c(g)(i) =ttAt; =L

gilt. a

Im weiteren bezeichne ¢ stets eine beliebige aber feste erzwungene Striktheit.

Aus der durch ¢ festgelegten Striktheit der Konstruktoroperationen ergeben sich direkt die Daten-
elemente, d. h. der Rechenbereich der ¢-Semantik.

Definition 5.2 Rechenbereich

Sei (T¢g°,, <) die w-vollstindige Halbordnung der unendlichen, partiellen Konstruktorterme. Der
Rechenbereich zu C und ¢, T¢, ist die kleinste Teilmenge von T¢° , die die folgenden zwei
Eigenschaften besitzt: 7

1. GM™W e, ty,....t, € Tec.¢, G nicht erzwungen strikt fir f = G(ty,...,t,) € Tec.
2. T C Te¢¢ abzéhlbare Kette = | |T € Tec.

Mit der Relation < der w-vollstdndigen Halbordnung der unendlichen, partiellen Konstruktorterme
ist (T¢¢, <) die w-vollstdndige Halbordnung des Rechenbereichs. O

Aufgrund der zweiten Eigenschaft ist die w-Vollstdndigkeit von (T¢ ¢, <) trivialerweise gegeben.
Insbesondere folgt mit 7' = () aus der zweiten Eigenschaft, dal L € T¢¢ ist. Die endlichen Ter-
me Te¢ N Te | sind genau die w-kompakten Terme und (T¢ ¢, <) ist w-induktiv. Aus der ersten
Eigenschaft folgt T¢ C T¢ ¢. Es gilt somit fiir beliebige Striktheitsfunktionen :

Tg C Tee C T,

Prinzipiell wire die alleinige Verwendung aller unendlichen, partiellen Konstruktorterme Tg?, als
Rechenbereich fiir alle ¢-Semantiken denkbar, doch dann wéren in den meisten ¢-Semantiken viele
Rechenterme iiberhaupt nicht denotierbar.

AuBlerdem sollen die schon definierten cbv- und cbn-Semantiken Spezialfille der ¢-Semantiken sein.
Wir kénnen dies schlicht dadurch zum Ausdruck bringen, dafl wir die Bezeichnungen ,,cbv* und
»cbn® als spezielle erzwungene Striktheiten auffassen.

Definition 5.3 Erzwungene Striktheiten cbv und cbn
Die erzwungenen Striktheiten

cbv,cbn : U Y,—1B"
nelN

sind definiert durch
cbv(g)(i) :=tt

fiir alle g™ € C U F,i € [n],
cbv(condg) = (tt,ff,ff)

cbv(selg;) = (tt)

fiir alle condg, selg,; € H,
cbn(g)(i) := ff

fiir alle g € %, € [n]. O
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Die erzwungene Striktheit fiir die erste Argumentstelle der Verzweigungs- und die Argumentstel-
le der Selektionssymbole kann eigentlich beliebig sein, da diese Operationen schon aufgrund der
zughorigen Reduktionsregeln an diesen Stellen strikt sind.

In Ubereinstimmung mit den bisherigen Definitionen des Rechenbereichs ist Teerw = Té und
Tecbn = Tg? | . Wie wir gesehen haben sind dies die beiden extremen mdglichen Rechenbereiche.
Ganz generell stellt cbv allerdings kein Extrem der erzwungenen Striktheit dar. Die Verzweigungs-
symbole sind an der 2. und 3. Argumentstelle immer noch nicht-strikt. Aber wir haben schon in
4.2.1 festgestellt, daf vollig strikte Verzweigungen nicht mehr sinnvoll einsetzbar wiren.

In der ¢-Fixpunktsemantik zeigt sich die Bedeutung der erzwungenen Striktheit <.

5.2 Die ¢-Fixpunktsemantik

5.2.1 Definition der ¢-Fixpunktsemantik

Die Definition der ¢-Fixpunktsemantik erfolgt vollig analog zur cbv- und cbn-Fixpunktsemantik.
In der ¢-Interpretation werden die moglichen Striktheiten aller Operationen entsprechend der er-
zwungenen Striktheit eingeschrénkt.

Definition 5.4 ¢-Interpretation
Sei (T¢ ¢, <) die w-vollstandige Halbordnung des Rechenbereichs. Sei

a: | Zn—[(Teg)"—Teg]
nelN

eine Zuordnungsfunktion von w-stetigen Operationen an die Operationssymbole mit
a(G)(ty,. .. ,t,) = G(ty,...,t,) , wenn G nicht erzwungen strikt fiir £ ist
fiir alle G™ € C, ty,...,t, € Tec, und
alg)(ty,...,t,) = L, wenn g erzwungen strikt fiir £ ist,

fiir alle ¢ € ¥ und ty,...,t, € Teg.
Eine w-vollstandige X-Algebra (T¢ ¢, <, a) heifit ¢-Interpretation.

Die Menge aller ¢-Interpretationen zu festem ¢ und 3 wird mit Inty, ¢ bezeichnet. (Inty; ¢, C) ist die
kanonische Halbordnung aller ¢-Interpretationen. O

Man versichere sich, daf§ die Spezialfdlle der cbv- und der cbn-Interpretation genau mit unseren
frither gegebenen Definitionen 4.3, S. 55, respektive 4.7, S. 65, iibereinstimmen.

Auch die ¢-Transformation wird analog zu den cbv- und cbn-Semantiken definiert. Da das se-
mantische Patternmatching jetzt jedoch komplizierter ist, definieren wir zuerst den Begriff des
semantischen ¢-Matchens, den wir dann direkt bei der ¢-Transformation einsetzen.

Definition 5.5 Semantisches ¢-Matchen
Ein Termtupel £ € (T¢c)™ heiBt genau dann mit einem Redexschema f(™ () € RedSp vermittels
einer Variablenbelegung 3 : Var(p)—T¢ ¢ semantische ¢-matchbar, wenn
Vi € [n]. (c(f)@) =te=t; # 1)
A pilL/Var(p)] ¢,

1
A IdiEs =t
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Definition 5.6 ¢-Transformation
Die ¢-Transformation zum Programm P,

Op. : [Inty c—Intx ¢,

ist definiert durch

[[r]]alg ,  wenn £ mit der linken Seite einer
Reduktionsregel f(p)—r von P
Fere) () :== vermittels einer Variablenbelegung 3 : Var(p)—T¢ ¢
semantisch ¢-gematcht wird.
L , andernfalls
fiir alle £ € (Teo)", f™ € F(UH). O

Die Definition des semantischen ¢-Matchens enthélt neben der sich aus dem allgemeinen Konzept
der erzwungenen Striktheit ergebenden Striktheitsbedingung und der eigentlichen Matchingbedin-
gung ([[p,]]ilf 5 = {; fiir alle i € [n]) auBerdem noch eine Ordnungsbedingung:

pilL/Var(pi)] < ¢;
fiir alle ¢ € [n]. Das folgende Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit dieser Bedingung.

Beispiel 5.1 Die Ordnungsbedingung des semantischen ¢-Matchens

f(Gx)) — A
f(H(x)) — B

Es sei ¢(f) := (ff),<(G) := (tt),s(H) := (tt) und £t = L
Betrachten wir £27<()(¢) fiir ein 2 € Inty ¢.
f ist nicht erzwungen strikt fiir ¢t und mit 3(x) := L ist

[6()]T =6 (L) =L =t

Somit wére ohne die Ordnungsbedingung

£22s(0 () = [A}% = A

Dies ist jedoch erstens nicht erwiinscht und fithrt zweitens mit

[H)]T =8 (L) = L=t

P al
£0re((y) = [B]3% =

zu einem Widerspruch.
Aufgrund der Ordnungsbedingung ist jedoch (¢) weder mit £ (G(x)) noch mit f(H(x)) semantisch

¢-matchbar, und es gilt wie beabsichtigt

£Ppc(2) (t) = L.



78 KAPITEL 5. DIE ¢-SEMANTIKEN

Unsere fritheren Definitionen 4.4 und 4.8 der cbv- respektive cbn-Transformation beinhalten diese
Bedingung nicht; sie ist in beiden Fiéllen schon automatisch durch die Giiltigkeit der restlichen
Bedingung erfiillt, wie wir gleich in Abschnitt 5.2.2 zeigen werden.

Die Definition des ¢-Fixpunktdatentyps und der ¢-Fixpunktsemantik ist erwartungsgemési3.
Definition 5.7 ¢-Fixpunktdatentyp und ¢-Fixpunktsemantik

Der ¢-Fixpunktdatentyp D%’fg des Programms P ist definiert als der kleinste Fixpunkt der -
Transformation ®p:

DI .= Fix(Opc) = | | (@pe)'(Le).
i€IN

Die ¢-Fixpunktsemantik [[t]]i};’fg des Grundterms t € Ty, beziiglich P ist definiert als die algebrai-
sche Grundtermsemantik von ¢ beziiglich des ¢-Fixpunktdatentyps:

fi 1
[1]p = [t]pe -
P

d

Wie wir schon bei der cbv-Fixpunktsemantik erwéhnten, definieren wir die Hilfsoperationen genauso
wie die Funktionsoperationen durch die ¢-Transformation und nicht schon in der ¢-Interpretation,
weil diese Betrachtung der Programme mit Hilfsfunktionen als spezielle Programme mit Pattern die
Definition der (¢-)Fixpunktsemantik vereinfacht. Die Hilfsoperationen gehéren jedoch zum Basis-
datentyp und sind von dem konkreten Programm unabhéngig. Daher geben wir diese Operationen
hier noch einmal direkt an.

Lemma 5.1 Hilfsoperationen in der ¢-Fixpunktsemantik
Ist P ein Programm mit Hilfsfunktionen, so ergeben sich die Hilfsoperationen wie folgt:

1, fallst; = L oder fiir ein i € {2,3}
(¢(condg (i) =ttund t; = L)
Diix ty , falls eine Variablenbelegung 3 : {z1,...,zn}—Tc¢

de"(ty,tg,t3) = ¢
condg; (L1, 19, 13) mit [G (21, ... Jn)]]ili@ =1, # L existiert

und (s(condg(3) = ff oder t3 # 1)

t3 , andernfalls
i B(xz;) , falls eine Variablenbelegung 5 : {z1,..., 2z, }—=Tc ¢
selG?< (t) = mit [G(z1,...,2y) ilfﬁ =t; # L existiert
L , andernfalls

fiir alle condg, selg; € H und t,t,,15,13 € Tec.

. . . . . . . DX
Unabhéngig von der erzwungenen Striktheit ¢ sind die Operationen selGlz’q immer und condGP *an

ihren ersten Argumentstellen strikt.

Beweis:

Dies folgt direkt aus der ¢-Transformation und den Reduktionsregeln der Hilfssymbole unter Ver-
einfachung der Bedingungen des semantischen ¢-Matchens bei Ausnutzung der Lemmata in 5.2.2.
O



5.2. DIE ¢-FIXPUNKTSEMANTIK 79

5.2.2 Das semantische cbv- und cbn-Matchen

Da wir in Kapitel 4 den Begriff des semantischen ¢-Matchens noch nicht definiert hatten, wollen
wir nun zeigen, dafl die bei den Definitionen 4.4, S. 57, und 4.8, S. 66, der cbv- respektive cbn-
Transformation angegebenen Matchingbedingungen &dquivalent zum semantischen cbv- respektive
cbn-Matchen sind. Damit ist dann vollstdndig bewiesen, dafl wir in Kapitel 4 zwei Spezialfille der
¢-Fixpunktsemantiken definiert haben.

Auflerdem werden wir einige der hier bewiesenen Eigenschaften noch in Kapitel 6 benotigen.

Fiir das semantische cbn-Matchen liBt sich leicht die Aquivalenz mit der in Definition 4.8 der
cbn-Transformation verwendeten Bedingung zeigen.

Lemma 5.2 Charakterisierung des semantischen cbn-Matchens
te (Tg°, )" ist genau dann mit einem Redexschema f(p) € RedSp vermittels 8 : Var(p)—Tg,
semantisch cbn-matchbar, wenn fiir alle i € [n]

alg
i J—cbnvﬁ

Beweis:

=: Folgt direkt aus der Definition des semantischen ¢-Matchens.

<: Durch strukturelle Induktion wird gezeigt, da8 fiir alle ¢ € T¢(X) und 8 : Var(c)—Tg%,
al
e[/ Var(e)] < []%

gilt.

c=xz: (x € X).
w[L/2] = L < B(z) = [2]T¢
c=Glcr,...,cn): (GM €C).

c[L/Var(c)] G(c1]L/Var(er)], ..., en]L/Var(ey)))

alg alg
G([[cl]]LCbnnB|Var(Cl)’ Ty [[CTL J‘Cbn”B'V‘”(Cn))

Gtreen(..)
al
Hc]] J~§bn76

AT ]

Somit ist fiir alle 7 € [n]
pil L/ Var(p))] < [p % 5

Da trivialerweise auch f nicht erzwungen strikt fiir £ ist, ist £ mit f () vermittels § semantisch
cbn-matchbar.

Der entsprechende Beweis fiir das semantische cbv-Matchen bendétigt erst einige Hilfsaussagen.
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Lemma 5.3 Uber Variablenbelegungen mit L fiir cbv
Sei ¢ € Te(X) und 3 : Var(c)—T& mit 3(z) = L fiir ein « € Var(c). Dann ist

alg _
[[C chv76 - L

Beweis:

c=x: (v €X).
al
[=]75,,.5 = Bl@) = L.

c=Glcr,...,cn): (G Q).

Nach Voraussetzung existiert ¢ € [n] mit x € Var(c;), so dal f(z) = L. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist somit

Talg —
[[CZHLwaBlVar(Ci) -
Also gilt

: Lebv ([eq]?! 1 — Lo _
[]18 5 =G ([e] T8 e g ) =G L) = L

J—vavﬁ'\/ar(cl ) e

Lemma 5.4 Uber semantische cbv-Matchbarkeit
Werde ¢ € (TZ)™ mit dem Redexschema f (") (5) € RedSp, wobei f kein Verzweigungssymbol condg
sei, vermittels einer Variablenbelegung [ : Var(ﬁ)HTé semantisch cbv-gematcht.

Dann ist 3(z) # L fiir alle z € Var(p), d.h. 8 : Var(p)—Tz \ {L}.

Beweis:

Angenommen, es existiert ein z € Var(p) mit f(x) = L. Sei i € [n], so dafl dieses x € Var(p;). Mit

Lemma 5.3 iiber Variablenbelegungen mit L fiir cbv folgt [[_pi]]ilfbv s =4 d.h. t; = L. Dann kann

jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung aufgrund der erzwungenen Striktheit ¢ nicht mit f (p)
vermittels J semantisch cbv-matchbar sein. a

Die folgende Aussage gilt fiir beliebige erzwungene Striktheiten .

Lemma 5.5 Uber Variablenbelegungen ohne L
Sei ¢ € Te(X) und B : Var(c)—Te¢ \ {L}. Dann ist

c[L/Var(c)] < [[c]]zj_liﬂ.
al

Insbesondere ist also [c] J_f 57 L.

Beweis:

c=x (v e X).
c[L/Var(c)] = L < B(z) = []7*,.
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c=G(ct,...,cn): (G Q).

[L/Var(@)] = GlerL/Var(er), .., eal L/ Var(en)])
LV. alg alg
< G([[cl]]LO:B'Var(cl)’ B [[cn]]LOﬁ‘Var(cn)
= GH(..)
= [d7%,

d

Nun folgt das Lemma 5.2 entsprechende Lemma fiir semantisches cbv-Matchen. Es macht keine
Aussage iiber die Verzweigungssymbole condg, da diese aufgrund der Nicht-Striktheit im 2. und
3. Argument eine Sonderrolle spielen. Die Aquivalenz des semantischen cbv-Matchens zu den in
der Definition 4.4 der cbv-Transformation fiir die Verzweigungs- (und Selektions-)symbole separat
aufgefithrten Matchingbedingungen ist offensichtlich.

Lemma 5.6 Charakterisierung des semantischen cbv-Matchens

Sei (™ e ¥ kein Verzweigungssymbol condg.

te (Té)" ist genau dann mit einem Redexschema f(p) € RedSp vermittels einer Variablenbelegung
B : Var(p)—T¢ semantisch cbv-matchbar, wenn fiir alle i € [n]

1
[[pi]]aifbvwg =t 7& 1

Beweis:

=-: Folgt direkt aus der Definition des semantischen ¢-Matchens.

<: Mit Lemma 5.3 iiber Variablenbelegungen mit | fiir cbv folgt aus der Voraussetzung
[[pi]]i“_lfbvﬁ # L fiir alle 4 € [n], daB der Wertebereich von 8 T \ {L} ist. Mit Lemma
5.5 iiber Variablenbelegungen ohne L folgt dann fiir alle i € [n]

al
pi[L/Var(p;)] < [pi l;gbwﬁ.

Somit ist ¢ mit dem Redexschema f () vermittels § semantisch cbv-matchbar.

5.2.3 Eigenschaften des semantischen ¢-Matchens

Sowohl fiir den Beweis der Wohldefiniertheit der ¢-Transformation in 5.2.4 als auch fiir den Beweis
der Ubereinstimmung der ¢-Fixpunktsemantik mit den in 5.3 definierten ¢-Reduktionssemantiken
in 5.4 und 5.5 bendtigen wir einige Aussagen iiber das semantische ¢-Matchen, die wir hier beweisen.

Das erste Lemma stellt nur ein Hilfslemma fiir die folgenden, wichtigen Lemmata dar.
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Lemma 5.7 Semantisches ¢-Matchen mit linearen Pattern
Sei t € Tec, p € Te(X) ein lineares Pattern und 8 : X —T¢¢. Es gelte

plL/Var(p)] < .

Dann ist

1
[PhEs =1t

genau dann, wenn

B(z) =t/u , wobei {u} = Occ(z, p),

fiir alle € Var(p) ist.

Beweis:
Strukturelle Induktion {iber p.

p=ux: (z € X).

Trivialerweise gilt (2):
1
[[P]]iig =pB(z) =t
genau dann, wenn

B(x) =t/e , wobei {e} = Occ(z, p),
gilt.

p= G(plu s 7pn): (p17 <oy Pn € TC(X) linear, G(n) € C)

Aus Voraussetzung (1) folgt, daf

mit ¢q,...,t, € Te ist, und
Vi € [n]. pi[ L/Var(p)] <,

gilt.
Weil t € T¢ ¢, folgt aus (4):

Vie[n]. (s(G)@)=tt = t;#1)

Es gilt nun

lg def I, 1 1
t=[7%5 = Gl %5, Ial T2 9)

genau dann, wenn

G ([l T8 5o [oal T 5) = G5 s - - [Pn] T2 )

und
Vi€ [n]. [l 5 =t
gilt.

(8) 148t sich umformulieren zu der dquivalenten Bedingung

Vi € [n]. (s(G)(i) = tt = [pi] 1% 5 # L).
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Dies wird jedoch schon von (9) zusammen mit (6) impliziert. Daher gelten (8) und (9), bzw.
(7), genau dann, wenn (9) gilt.

Aufgrund von (5) kann die Induktionsvoraussetzung angewendet werden, und (9) gilt somit
genau dann, wenn

Vi € [n]. Vo € Var(p;). B(z) =t;/u , wobei {u} = Occ(zx, p;) ist.
Dies gilt wiederum genau dann, wenn
B(x) =t/u , wobei {u} = Occ(x, p),
fir alle z € Var(p) gilt.
(]

Es ist zu beachten, daf} aus [[p]]ilfﬁ = ¢ nicht p[L/Var(p)] <t folgt, wie wir in Beispiel 5.1, S. 77,
gesehen haben.

Lemma 5.8 Semantisches ¢-Matchen
Seine N, ty,...,t, € Tec, f(p1,...,pn) € RedSp und 5 : X—Tec.
¢ wird mit f (p) von der Variablenbelegung 3 genau dann semantisch ¢-gematcht, wenn
Vi€ [n]. («(f)(i) =tt = t;# L) Api[L/Var(p:)] < ¢ (1)
und
B(x) =t/u , wobei {u} = Occ(z, p), (2)
fir alle z € Var(p) gilt.

Beweis:

<: Sei i € [n]. GeméaB (1) gilt
pil L/ Var(p;)] < ;.
Aus (2) folgt
B(x) =t;/u’, wobei {u'} = Occ(, p;),
fir alle z € Var(p;).

Mit Lemma 5.7 iiber das semantische ¢-Matchen mit linearen Pattern folgt, daf
I
[pi]2 5 =t

Da dies fiir alle ¢ € [n] gilt, folgt zusammen mit (1) gem&f der Definition des semantischen
¢-Matchens, daf8 £ mit f(p) von 3 semantisch ¢-gematcht wird.

=: Da £ mit f(p) von § semantisch ¢-gematcht wird, gilt nach Definition des semantischen ¢-
Matchens (1) und es ist

[[Pi]]ilig =t
fiir alle ¢ € [n].
Daraus folgt mit Lemma 5.7 iiber semantisches ¢-Matchen mit linearen Pattern, dafl
B(z) =t;/u’, wobei {u'} = Occ(z, p;),
fiir alle z € Var(p;) und i € [n] gilt. Somit ist auch (2) erfiillt.
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Dies impliziert das folgende Korollar.

Korollar 5.9 Semantische ¢-Matchbarkeit
te (Teg)™ ist genau dann mit f(p1,...,pn) € RedSp semantisch ¢-matchbar, wenn f nicht er-
zwungen strikt in £ ist und ¢ mit dem Pattern p matchbar ist.

Beweis:
Im vorhergehenden Lemma 5.8 iiber semantisches -Matchen stellt nur (1) Anforderungen an £ und
f(p), wihrend Bedingung (2) nur die Variablenbelegung 3 festlegt. O

Fiir den Beweis der w-Stetigkeit der ¢-Transformation, 5.20, bendtigen wir:

Lemma 5.10 w-Stetigkeit des semantischen ¢-Matchens
Seine N, T = (fj)jem eine w-Kette von Termtupeln mit ¢, ; € Te¢ und f(p1,...,pn) € RedSp.

Sei # := LT.

1. Es existieren genau dann t, € T, das mit f(p) semantisch ¢-matchbar ist, wenn ¢ mit f(p)
semantisch ¢-matchbar ist.

2. Wenn fiir alle j € IN fj € T mit f(p) von einer Substitution [; : Var(p)—T¢ ¢ semantisch

s-gematcht wird, dann wird £ mit f(p) von der Substitution g = Ljew B; + Var(p)—Teg
semantisch ¢-gematcht.

Beweis:

1.,=: t, € T sei mit f(p) semantisch ¢-matchbar. Nach Korollar 5.9 iiber semantische -
Matchbarkeit gilt dann

vien]. ((f)(0) =tt = Ly # L) ApilL/Var(pi)] <,

Es ist jedoch

>

t < |_|T =
und somit gilt
Vie [n] (s(f)(i) =tt = 1; # L) Api[L/Var(p;)] < ¢

Mit Korollar 5.9 folgt dann wiederum, dafl # mit f(p) semantisch ¢-matchbar ist.

1., <: # sei mit f(p) semantisch ¢-matchbar. Nach Korollar 5.9 gilt dann

Vi€ [n]. (s(f)(0) =tt = & # L) Api[L/Var(p)] D1

Sei i’ € [n] mit ¢(f)(i') = tt. Somit ist £, # L. Da t; = Lljen i j» existiert ky € IN mit
ty; # L fiir alle j > ky. Also gilt fiir alle j > k := max{ky | i’ € [n],¢(f)(7') = tt}:

Vi€ [n]. (¢(f)(i) =tt =1;; # L)
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Sei ¢/ € [n] beliebig. Der Term p;[L/Var(p;)] ist endlich und somit w-kompakt. Aus
pi[L/Var(p;)] < t; = Lljen ti,; folgt nach der Definition der w-Kompaktheit die Existenz eines
I € IN mit p;[1/Var(p;)] < t; ; fiir alle j > I;. Somit gilt fiir alle j > I := max{l; | i’ € [n]}:

Vi € [n]. pi[L/Var(p;)] < ¢ ;.

Insgesamt ist also fiir alle j > max{k,l} f nicht erzwungen strikt fiir fj und fj mit dem
Pattern p’ matchbar.

Also sind nach Korollar 5.9 alle ZJ mit j > max{k, [} mit f(p) semantisch ¢-matchbar.

2.: Fiir alle j € IN seien 3; die Variablenbelegungen, die Zj mit f(p) semantisch ¢-matchen. Nach
Lemma 5.8 iiber semantisches ¢-Matchen ist

Bj(z) = fj/u , wobei {u} = Occ(z, p), (1)

fiir alle z € Var(p) und j € IN.

Somit existiert | |;cp 3, denn es gilt:

IS
Il
Nt
~
IS
—~
[\
~—

(L] 8@ = L] ) L | @G = (L] )/

jEN jEN jEN jEN
fir alle z € Var(p).

Aufgrund von Teil 1 dieses Lemmas wird  mit f () von einer Variablenbelegung 3 semantisch
¢-gematcht. Nach Lemma 5.8 iiber semantisches ¢-Matchen ist

B(x) = z/u , wobei {u} = Occ(z, p), (3)

fiir alle € Var(p).

Aus (2) und (3) folgt schlieBlich
B= ] 8

jeN

BEMERKUNG 5.1:
Das semantische ¢-Matchen von £ mit f (p) vermittels § kann als partielle Abbildung

sem —¢ —match : (T¢¢)" x RedSp » (X—T¢¢)
& (@) — 8
aufgefafit werden. Die Halbordnung derartiger Funktionen setzt sich aus der Halbordnung der

partiellen Funktionen und der Halbordnung der punktweise geordneten Funktionen X —T¢ ¢ zu-
sammen. 0O
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5.2.4 Die Wohldefiniertheit

Hier zeigen wir endlich, dafl die ¢-Fixpunktsemantik — und somit auch insbesondere die in Kapitel
4 definierte cbv- und cbn-Fixpunktsemantik — wohldefiniert ist. Die Beweise der Wohldefiniertheit
bestehen im einzelnen aus denen, die die ¢-Interpretationen, die w-Vollstédndigkeit der kanonischen
Halbordnung der ¢-Interpretationen, (Ints; ¢, C), und die die ¢-Transformation betreffen.

Fiir die Wohldefiniertheit der ¢-Interpretation miissen wir zeigen, dafl die festgelegten Konstruk-
toroperationen auch w-stetig sind. Andernfalls wiirde {iberhaupt keine ¢-Interpretation existieren.

Dafiir benttigen wir jedoch zuerst folgendes Hilfslemma.

Lemma 5.11 w-Stetigkeit der erzwungenen Striktheit

Sei g™ € ¥, T = (£;)jen eine w-Kette mit t; ; € Te,c und £ = |7

Das Operationssymbol ¢ ist genau dann erzwungen strikt fiir £, wenn g fiir alle fj € T erzwungen
strikt ist.

Beweis:

Fall 1: ¢ ist erzwungen strikt fiir Z.

Demnach existiert ein i € [n] mit ¢(g)(i) = tt und ¢; = L. Dat; = | |;ent; 5, ist auch fiir alle
J €N t; ;= L. Somit ist g auch fiir alle {; € T" erzwungen strikt.

Fall 2: ¢ ist nicht erzwungen strikt fiir ¢.

Also ist fiir alle i € [n] mit ¢(g)(i) = tt ¢; # L. Seii’ € [n] mit ¢(g)(¢') = tt. Daty = jen i j,
existiert ky € IN mit t; ; # L fiir alle j > ky. Somit gilt fiir alle j > k := max{ky | i’ €
[n], <(9)(i') = tt}:

Vien] (s(g)(i) =tt = t,; # 1),

d. h. g ist nicht erzwungen strikt fiir alle fj €T mit j > k.

Lemma 5.12 w-Stetigkeit der Konstruktoroperationen der ¢-Interpretationen
Die in den ¢-Interpretationen definierten Operationen der Konstruktorsymbole sind w-stetig.

Beweis:
Sei G € C. Sei T = (Zj)je]N eine w-Kette mit ¢; ; € Te ¢ und {=1]|T. Sei % eine ¢-Interpretation.
Fall 1: G ist erzwungen strikt fiir ¢

Nach Lemma 5.11 iiber die w-Stetigkeit der erzwungenen Striktheit ist G dann auch fiir alle
fj € T erzwungen strikt. Somit gilt

| |G*(T) =| {1} =L1=6*_|T)
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Fall 2: G ist nicht erzwungen strikt fiir ¢

Nach Lemma 5.11 iiber die w-Stetigkeit (und somit auch Monotonie) der erzwungenen Strikt-
heit existiert k € IN, so daf§ G fiir alle £; mit j > k nicht erzwungen strikt ist. Also gilt

Le* @) = LK e @), e @)

j<k Jj=k
= || 6*E)
izk
= e =acl])
>k jzk
= (L) =6"0D
izk

Lemma 5.13 w-Vollstéindigkeit von (Ints ¢, C)
Die kanonische Halbordnung aller ¢-Interpretationen (Inty; ¢, C) ist w-vollsténdig.

Beweis:
Sei T' C Inty, ¢ ein abzéhlbare gerichtete Menge. Die aufgrund der w-Vollsténdigkeit der Halbord-
nung der w-stetigen Operationen der Interpretationen durch

gt = {g® |BeT}

fiir alle g € 3 wohldefinierte Algebra 2 € Algsy | ist die kleinste obere Schranke von T
Die Konstruktoroperationen sind fiir alle ¢-Interpretationen gleich, und daher ist

G'=| {G®|BeT}=G"

firalle GeCund B T.
Sei g € B, f € (Tec)” und g erzwungen strikt fiir £. Dann ist

AOESE

fiir alle B € T', und somit auch

PO =@ B eTy=| {1} = L.

Also ist A € Inty . O

Der Beweis der Wohldefiniertheit der ¢-Transformation ist am aufwendigsten. Er erfordert das
Beweisen vieler Einzelaussagen.

Zuerst zeigen wir, daf§ die ¢-Transformation die Funktions- und Hilfsoperationen trotz eventu-
ell iiberlappender linker Regelseiten und somit mehrerer zu einem Argumenttupel semantisch -
matchbarer Redexschemata eindeutig definiert. Diese semantische Aussage steht in Beziehung zur
syntaktischen bzw. operationellen Eigenschaft der Konfluenz.
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Lemma 5.14 Semantische Unifikation impliziert syntaktische Unifikation

Seien p, p’ € T¢(X) zwei lineare Pattern, die zueinander variablendisjunkt sind, d. h. es gilt Var(p)n

Var(p') = 0.

Sei t € Te ¢ und seien §: Var(p)—Te ¢ und 3 : Var(p')—Tc¢ ¢ zwei Variablenbelegungen. Es gelte

p[L/Var(p)] <t p/lL/Var(p')] <t
1 1
[Pl =t=WTLl s
Dann existieren zwei Substitutionen

o : Var(p)—Tc(Var(p) U Var(p'))
o Var(p')—=Tc(Var(p) U Var(p'))

und eine Variablenbelegung R
B+ (Var(p) U Var(p'))—Teg,

so daf gilt:
po = plo
B(x) = [[ma]]ilgB fiir alle x € Var(p)
B(z) = [[a:a’]]igﬁ fiir alle z € Var(p')
Beweis:

Parallele strukturelle Induktion iiber p und p’.

Fall1: pe X oder p’ € X, 0.B.d.A. seip=x € X.
Man definiert

o =
B(z) = ['(x) fir alle z € Var(p) U Var(p')

und es gilt
po =zlp'/z] =p' =p'[| =p'o’

Bla) =Tl\% ;= 1) 5 = [wol(® 5, = [20]® ; fiir alle x € Var(p)

LB Lo, Lo,

S

3'(z) = B (zo’) = [x0']™® . = [#0']" . fiir alle z € Var(p)

L(v/él J_g,ﬁ

Fall 2: p=G(p1,...,pp) und p’' ¢ X.
Mit (1) folgt

t= G(ib s 7én)
und
Vi € [n]. pi[L/Var(pi)] < ¢
Aus
A alg alg _ alg (_) (_)
G ([[pl]]l<737 ct Hpn]]J_;,B) - Hp]]J-QB - t - G(El? e
folgt

vie[n]. | i]]alf 3 = L

(1)
(2)
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Aus -
malg alg  (5)
Hp]]L§7B/ - [[p]]L<7B - G(t17 R 7£n)
folgt
’ / /
p = G(pl’ cee 7pn)
und
. al
vie o). 1%, = 1 7)
AuBlerdem folgt mit (1):
Vi € [n]. pi[L/Var(p;)] <t (8)

Aufgrund von (4), (8), (6) und (7) 148t sich die Induktionsvoraussetzung anwenden. Fiir alle
i € [n] existieren

o; : Var(p;)—Te(Var(p;) U Var(pl))

ol Var(p;)—Tc(Var(p) U Var(p;))
B; (Var(p;) U Var(p}))—Tcc

mit
pioi = pio;
Bi(z) = [[mai]]j_lg[;_ fiir alle z € Var(p;)
Bi(z) = [xo] ilf 5 fiir alle x € Var(p})

Aufgrund der Linearitéit der Pattern und der Variablendisjunktheit von p und p’ kénnen wir
nun definieren:

o = U o; : Var(p)—Tc(Var(p) U Var(p'))
i€[n]
o = U o} : Var(p)—T¢(Var(p) U Var(p'))
i€[n]
B = U (Var(p) U Var(p'))—Tcc
1€[n]
und es gilt
po = G(plUla e :pnan) = G(pllaia ce ?p;LO-;Z) = plal
Vieln]. VzeVar(p). Bx) = Bi(z) = [[xa]]j_lgﬁ = [[xa]]ilg[;
Vieln]. VoeVa@). fz) = f@) = [ol®, = [,

Lemma 5.15 Eindeutige Definiertheit der Funktions- und Hilfsoperationen in der
s-Transformation

Sei n € IN. Wird das Termtupel £ € (Tcc)" mit der linken Seite einer Reduktionsregel

f(p1,...,pn)—1 von einer Variablenbelegung 3 : Var(p)—T¢ ¢ und mit der linken Seite einer Reduk-

tionsregel f(pj,...,p},)—r’ von einer Variablenbelegung 3’ : Var(p')—T¢ ¢ semantisch ¢-gematcht,

dann ist fiir beliebige Interpretationen 2 € Inty, ¢:

1 1
[rlas = [P
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Beweis:
0O.B.d. A. seien pund p’ variablendisjunkt. Aus der semantischen ¢-Matchbarkeit folgt geméf dessen
Definition fiir alle i € [n]:

pilL/Var(p)] < ¢; pilL/Var(py)] D¢,
al al
[[ch?ﬁ =t= [[PQ J_g,ﬂ’

Da nach Lemma 5.14 semantische Unifikation syntaktische Unifikation impliziert, existieren fiir alle
i € [n]

o; : Var(p;)—Te(Var(p;) U Var(p}))
7!+ Var(p)~Te(Var(p) O Var(r))
Bi + (Var(pi) U Var(p;))—Teg

mit
pioi = pio;
Bi(z) = [[xai]]ilga fiir alle z € Var(p;)
Bi(x) = [xo] ]]ili@ fiir alle x € Var(p})

Wie im Beweis von Lemma 5.14 koénnen wir nun

UU“ = UagundB:: UBZ

i€[n] 1€[n] i€[n]
definieren, und es gilt:
fpr,..p)o = f(pron,...,paon) = f(P1o1, - Puon) = f(0L, - pn)o” (1)

Blr) = [eol,
Fa) = [T,

Aus (1) folgt mit der Eindeutigkeitsbedingung beinahe orthogonaler Termersetzungssysteme

fiir alle z € Var(p)
fiir alle z € Var(p')

ro =ro’ (3)

Sei 2 € Inty ¢ eine beliebige ¢-Interpretation. Da fiir alle z € Var(p) zo € T¢(Var(p) U Var(p'))
und fiir alle z € Var(p') zo € T¢(Var(p) U Var(p')), gilt offensichtlich

Va € Var(p). [[xaﬂiljﬁ — [[xg]]alg "
Va € Var(p'). ﬂxa’]]ilgB — [[xo,l]]%ﬁ

Weil 7,7/ € Tx(Var(p) U Var(p/)), folgt aus (2) und (4) mit Lemma 4.2 iiber Substitution und
algebraische Semantik
1 1 1 1
[r%% = [[ra]];% und [r']3% = [[7'/0/]];% (5)
Insgesamt gilt somit

a a (3) a (5) a
3% @ [[]]lg ["o'Ty% = 13
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Fiir die néichsten, aber auch fiir spétere Beweise benotigen wir die w-Stetigkeit der algebraischen
Semantik sowohl beziiglich der Algebra als auch der Variablenbelegung als Parameter.

Lemma 5.16 w-Stetigkeit der algebraischen Termsemantik bzgl. der Algebra

Sei ¥ eine Signatur und (4, <) eine w-vollstindige Halbordnung. Sei I C AlgS’ ) ({4, <)), so daf
die kanonische Halbordnung (I, C) w-vollsténdig ist. Seien ¢ € Tx(X) und §: X—A.

Dann ist die algebraische Termsemantik [[t]]alﬁg : I— A eine w-vollstdndige Abbildung beziiglich der
Algebra aus I. 7

Beweis:
Sei K C I eine w-Kette. Wir zeigen durch strukturelle Induktion iiber ¢ € Tx(X), da8

e:=| I35 | 2 € K}

existiert, und
— 728
e =[t] UK,3

ist.
t=x: (z € X).
Es ist
T = {l)f 2 €K}
= {6(=)|2Ae K}
= {B()}

Somit existiert | |1 und es ist

LT = B) =[] 5

t=f(tr,...,tn): (fW ex).
Es gilt:

[F(t - )]0

(Def. der alg. Semantik) = fOX(([1]35 5. . [tali. )

= ((Ha | (A <,0) e KHA)(-)
(L™ [ 2ae K}(...)
L) [ e K}
= {008, [ € K}, [ 2 € K}
LA (0] 5 [n]a® ) | 2,20, 2%, € K}
LT

(w-Vollst. von (X, —Ops,,, <)
(w-Vollst. von ([A"— A], <)
(LV.)

(w-Stet. der f* € Ops,,)

)
)

. 1 1
wobei T} := {fgl([[tl]]gliﬂ, ey [[tn]]glfﬂ) | A, 2, ...,2, € K}.
AuBlerdem ist

Ty = {[f(tr, .. )]3S = (LA ([0 - [ta]3%) | 2 € K}

Seinun e; = fm([[tl]]glllgﬂ, ey [[tn]]ggfﬂ) | A € K} € T beliebig. Da K eine w-Kette ist, existiert

A e I mit {A,2A,...,2,} <A Nach Induktionsvoraussetzung ist die algebraische Semantik
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der Teilterme t4,...,t, w-stetig und somit auch monoton beziiglich der Variablenbelegung,
d. h. es gilt:

6385 < [dafs - [tnlal 5 < [y
Auch folgt aus A < 2, daB f2 < %, und somit gilt insgesamt:
e < fm([[tl]]gf’g’g7 RN [[tn 33/%5) < fm/([[tl]]gl’%ﬁ7 sy [[tn 33/%5) =: €9

Es ist eg € T5.

Somit ist 17 kofinal in T5. Auflerdem ist T5 kofinal in 77, da To C T;. Nach Lemma 2.1, S. 12,
iiber Kofinalitdt und kleinste obere Schranken existiert also | |7 und es ist

LT =70 = [f (ko )]

Fast analog verlduft der Beweis fiir das folgende Lemma.

Lemma 5.17  w-Stetigkeit der algebraischen Termsemantik beziiglich der
Variablenbelegung

Sei ¥ eine Signatur und (4, <) eine w-vollstdndige Halbordnung. Seien ¥ C X, t € Tx(Y) und

2 € Algsy | ((4,<)).

Dann ist die algebraische Termsemantik [[t]]gllg : (Y—A)— A eine w-stetige Abbildung beziiglich der
Variablenbelegung aus Y — A.

Beweis:
Sei K C (Y—A) eine w-Kette der kanonischen Halbordnung ((Y—A), <). Wir zeigen durch struk-
turelle Induktion iiber t € Tx(Y), dafl

e:=| {135 | 8 € K}

existiert, und
_ 47218
€= [[t]]m,uK

ist.

t=x: (ze€Y).
Es ist
T = {[z]3% | e K} ={B(z) | B € K}

Da K eine w-Kette ist, ist auch T' C A eine w-Kette. Somit besitzt T eine kleinste obere
Schranke, und aufgrund der w-Vollstéandigkeit von (Y —A), <) gilt:

LT = (|81 8 € K}) =[]y x

t=f(tr,...,tn): (fW e ).
Es gilt:
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[[f(h,---,%) gll,%_lK

IS - ]y ik

UGS, | e KY..)

L2 (03, - It u:ﬂ%n )| Biy-. B € K}
LTy

(I.V.)
(w-Stetigkeit von f* € Ops,,)

wobei Ty == {f*([t1]3%,+ - [tal3%,) | B1.-- -, Bn € K},
Auflerdem ist

Ty o= {[f(tr,....ta)]a% | B € K} = {fA[U135 .. [ta35) | B € K}

Sei nun e; := fQ‘([[tl]]gll:gﬁl, ot n]]alg ) € T1 beliebig. Da K eine w-Kette ist, existiert 5’ €
(Y—A) mit {Bi,..., 40} < 5.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die algebraische Semantik der Teilterme ¢y, ..., %, w-stetig
und somit auch monoton beziiglich der Variablenbelegung, d.h. es gilt:

3%, < [0 Tl < [6da

Zusammen mit der Monotonie der Operationen f* folgt:
A alg alg \ _ .
e1r < f ([[tl]]%ﬂ,,...,[[tn]]%ﬂ,) =: €9

Es ist eo € T5.

Somit ist 17 kofinal in T5. Auflerdem ist T5 kofinal in 77, da To C T;. Nach Lemma 2.1, S. 12,
iiber Kofinalitit und kleinste obere Schranken existiert damit | |75 und es ist

L7 =71 = [F (s )]3Sk
O

Eine Abbildung ¢ : A"—A zut € Ts({z1,...,2,}) und A = (A, <, ) € Algs | ({4, <)), definiert
durch

olar,...,an) =t ]]gllgﬁ mit §(z;) := a; fiir alle i € [n]
wird auch abgeleitete Operation (derived operation) genannt. Wir haben gerade bewiesen, dafl
abgeleitete Operationen genauso wie Operationen w-stetig sind.

Wir zeigen nun, daf die durch die ¢-Transformation definierten Funktions- und Hilfsoperationen w-
stetig sind. Daraus folgt direkt, dal das Ergebnis einer ¢-Transformation immer eine ¢-Interpretation
ist. Zum Schlufl beweisen wir die w-Stetigkeit der ¢-Transformation.

Auf diese Weise ist dann insgesamt bewiesen, dafl ®p. wirklich von dem angegebenen Typ
[Int&g—ﬂntgg] ist.

Lemma 5.18  w-Stetigkeit der Funktions- und Hilfssymboloperationen nach einer
¢-Transformation

Sei A € Inty ¢ und A’ := @p(A). Sei f € F( U H).

Dann ist f2 w-stetig.
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Beweis:
Sei f" € F(UH). Sei T = (fj)je]N eine w-Kette mit ¢, ; € Te¢. Sei t:=T.

Es ist zu zeigen, dafl
LIG(T) =2 e

existiert und
e= 1@
ist.
Sei k die kleinste natiirliche Zahl, so da8 sich £,, € T mit der linken Seite einer Reduktionsregel
f(p1,...,pn)—r € P semantisch ¢-matchen 148t.
Fall 1: k existiert nicht.

Es 148t sich also kein fj € T mit irgendeinem Redexschema des Programms semantisch ¢-
matchen. Mit Lemma 5.10, S. 84, iiber die w-Stetigkeit des semantischen ¢-Matchens folgt,
daf sich auch f mit keinem Redexschema f(p1,...,pn) € RedSp semantisch ¢-matchen 1483t.

Aus der Definition der ¢-Transformation folgt dann
LI @) =L =1=r"@

Fall 2: k € IN existiert.

Mit Lemma 5.10 iiber die w-Stetigkeit und somit auch Monotonie des semantischen ¢-
Matchens folgt, daf} sich fiir alle j > k fj € T mit f(p1,...,pn) von einer Variablenbelegung
B; semantisch ¢-matchen lassen, und daf sich { mit f(p1,...,pn) von der Variablenbelegung
B = LUj>k Bj semantisch ¢-matchen lafit.

Aus der Definition der ¢-Transformation folgt damit

L™ @) = LHU G EDs L EDY

Jj<k jzk
= LU+ gkﬂrﬂiij}
= Ui,

j>k
*) 1 1 /
= [[r:[lgl,guj'zkﬁj = [[T g[,gﬁ = fQ[ (D

Der Schritt (*) ist aufgrund der w-Stetigkeit der algebraischen Semantik beziiglich der Variab-
lenbelegung gem&fl Lemma 5.17, S. 92, giiltig.

—

Korollar 5.19 Intyx ¢ ist die Wertemenge der ¢-Transformation
Sei 2 € Inty, ¢. Dann ist ®p(2A) € Inty .

Beweis:
Sei A := ®p (). Fiir alle f) € F( U H) erfiillt f2 aufgrund der Definition der ¢-Transformation
die Striktheitsbedingung

FY @) =1, wenn 3i € [n]. t; = LAG(f)(0) = tt

fiir alle £ € (T¢ )™ und nach Lemma 5.18 ist die Operation auch w-stetig. O
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Lemma 5.20 w-Stetigkeit der ¢-Transformation
Die ¢-Transformation ®p. ist w-stetig.

Beweis:

Im folgenden wird ®p¢ durch ® abgekiirzt.

Es ist zu zeigen, daB fiir alle w-Ketten 7' = () jen mit 2; € Inty ¢ die kleinste obere Schranke
LI ®(T) existiert und | |®(T) = ®(||T) ist. Dafiir ist zu zeigen, daB fiir alle f™ € F( U H) und
alle £ € (Tec)"

PO = o

existiert und

e =0 (@)

ist.
Es gilt
e = RN = (L 2O D) = ea

da f? fiir alle 2 € Inty ¢ geméB der Definition der ¢-Interpretationen w-stetig ist. Weiterhin ist
nach der Definition der kanonischen Halbordnung von Funktionen

es = |(f*OD) = es.

Da die f®® (B schlicht Elemente des w-vollstdndigen Rechenbereichs T¢ ¢ sind und aufgrund der
w-Ketteneigenschaft von T' eine w-Kette bilden, existiert es und somit auch e.

Fall 1: { wird mit der linken Seite einer Reduktionsregel f(§)—r von einer Variablenbelegung 3 :
Var(p)—T¢ ¢ semantisch ¢-gematcht.

Nach Definition der ¢-Transformation gilt

€3 = I_l[[’l“]];l% = €4.

Mit der w-Stetigkeit der algebraischen Semantik beziiglich der Algebra nach Lemma 5.16,

folgt

eq = [[T]]Zl%ﬁ =: es.

Erneute Anwendung der Definition der ¢-Transformtion ergibt schliellich

e=-e;= fPUT(D).

Fall 2: fist mit keinem Redexschema semantisch ¢-matchbar.

Aus der Definition der ¢-Transformation folgt direkt

e=e3= |_|J_ = 1 = oD,
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5.2.5 Eine alternative ¢-Transformation

Betrachten wir noch einmal die Definition der ¢-Transformation ®p. auf Seite 77. Ist t mit der
linken Seite einer Regel f(p)—r vermittels einer Variablenbelegung 3 semantisch ¢-matchbar, so
erhiilt bei der Transformation von 2 f®P<(®)(£) den Wert [[T]]gllgﬁ, d.h. den semantischen Wert der
rechten Regelseite unter 2 und (. Prinzipiell werden so auch Transformationen fiir rekursive Funkti-
onsschemata definiert (vgl. [Ind93]). Ist f jedoch erzwungen strikt fiir £, so ist f®P<(®)(£) = L. Dies
entspricht genau der Bedeutung der Striktheit und ist geméfl der Definition der ¢-Interpretationen
auch notwendig, da die Operationen fiir alle erzwungen strikten Argumente auch strikt sein miissen.
Ist f allerdings nicht erzwungen strikt fiir t, aber existiert auch keine passende linke Regelseite,
so enthilt das Programm keinerlei Information iiber den Wert f®P<(®)(%). Deshalb wird in der
¢-Transformation dieser Wert gleich L definiert. Da 1 Undefiniertheit oder fehlende Information
reprasentiert, ist dies sinnvoll. Gibt es iiberhaupt eine Alternative? Da L als kleinstes Element das
einzige irgendwie ausgezeichnete Element des Rechenbereichs ist, ist die feste Wahl eines anderen
Elements des Rechenbereichs unsinnig. Es existiert aber noch eine andere Moglichkeit: Der Wert
2P (£) kann schlicht als dem ,,alten* Wert f*(f) gleich definiert werden.

Damit ergibt sich folgende alternative ¢-Transformation ®p_:

[[r]]gll:% ., wenn { mit der linken Seite einer
. Reduktionsregel f(p)—r von P
FErs () = vermittels einer Variablenbelegung (3 : Var(p)—T¢ ¢

semantisch ¢-gematcht wird.

(&) , sonst

fiir alle £ € (Tec)”, f™ € F(UH) und A € Intx .

Die Definition von f<1>j;&(91)@> = fQ‘(D7 wenn f erzwungen strikt fiir £ ist, indert nichts gegeniiber
der ¢-Transformation ®p, da dieser Wert in allen ¢-Interpretationen gleich L ist.

Auch sehen wir direkt, daB @} (L¢) = ®pc(Lc) und allgemein 2, := (®% )" (L) = (Ppe)" (L)
fir alle n € IN ist. Fiir diejenigen f und ¢, fiir die keine passende linke Regelseite besteht, ist
f% (%) = L fiir alle n € IN. Somit ist auch

LI (@)™ (L) = || (@ro)™(Lo),

n€lN n€elN

und die ¢-Datentypen lielen sich also mit der alternativen ¢-Transformation @}  genauso gut
definieren wie mit ®p..

Warum verwenden wir dann @ - nicht?

Es gibt einen guten Grund, ®p, vorzuziehen: Ein Ergebnis von @} ist im allgemeinen keine
¢-Interpretation mehr. Die Operationen der sich ergebenden Algebra sind im allgemeinen nicht
mehr w-stetig. Freilich 1i8t sich durch eine Anderung der Definition der ¢-Interpretation, derart,
daf beliebige, auch unstetige Operationen zugelassen werden, dieses Problem beseitigen. Es ergibt
sich jedoch sofort ein neues: @} ist auf diesem erweiterten Definitionsbereich nicht w-stetig. Die
Ubereinstimmung von Definitions- und Wertebereich und die w-Stetigkeit sind jedoch zentrale Vor-
aussetzungen fiir die Anwendung des Fixpunktsatzes von Tarski bei der Definition des ¢-Datentyps.

Gehen wir jedoch Schritt fiir Schritt vor.
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Beispiel 5.2 @}J,C(Ql) ¢ Inty ¢

£(GA)) — A

Sei ¢(G) = (ff), & € Inty ¢ mit £%(L) = L und £*(¢) = G(A) fiir alle t € Te¢ \ {L}.
Sei nun A’ := &% (A). Dann ist

£4(6(1)) = G(A) 2 A=£7(G()).
Also ist f*' nicht monoton und somit 2’ ¢ Inty c. O

Der Spezialfall () € Inty, ¢y gilt freilich, da in der flachen Halbordnung alle strikten Funk-
tionen w-stetig SiI{d, und sich auch die nicht-strikten Verzweigungsoperationen condg als unpro-
blematisch erweisen. Aber wir wollen eine allgemeine Transformation fiir beliebige erzwungene
Striktheiten haben.

Definieren wir nun eine gré8ere Menge von Algebren, die ¢-Interpretationen® Inty; ¢, als Definitions-
und Wertebereich der Transformation ®p_ . Eine Algebra ist genau dann eine ¢-Interpretation”,
wenn sie eine ¢-Interpretation ist, abgesehen davon, dafl die Operationen nicht w-stetig sein miissen.
Es ist leicht zu sehen, dafl

Op . : Inty, c—Intg,

ist. @p ist jedoch nicht w-stetig.

Beispiel 5.3 Unstetigkeit von <I>j3 <
- 9

a — fa)

2,2 € Int3, ¢ seien definiert durch

a%() =1 a¥() =
(L) = f¥(L) = A
£2(A) £2(a) = L

Dann ist 2 C 2, jedoch
und somit

@}’g ist also nicht monoton. O

Allerdings haben wir festgestellt, daf3

L (@5)"(Lo) = || (®ro)"(Ls) = Dp.

nelN nelN

Nur kénnen wir jetzt nicht mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Tarski schlieflen, dal Dp ein Fixpunkt
von @ und gar der kleinste ist. Ersteres folgt jedoch direkt daraus, dafl Dp ein Fixpunkt von
®p ist. Letzteres 148t sich analog zu den Beweisen der Lemmata 6.6, S. 140, und 6.7, S. 141, zeigen.
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Wir haben damit aber ®p¢ verwendet, um zu zeigen, dai Dp; = [l,en(Pp )" (Lc) der klein-
ste Fixpunkt von @} ist. Auflerdem haben wir in Kapitel 3 die Ordnung (T¢ ¢, <) als Ordnung
beziiglich des Informatlonsgehalts gedeutet und auf diese Weise eine intuitive Begriindung fiir die
Beschrinkung auf w-stetige Operationen gegeben. In Abschnitt 6.2 werden wir zwar eine Eigen-
schaft betrachten, die @} im Gegensatz zu @ p¢ besitzt, die jedoch von keiner niitzlichen Bedeutung
ist.

Da sich ®p insgesamt als einfacher und intuitiv einleuchtender als ®} - herausstellt, haben wir es
als ¢-Transformation gewéhlt.

5.3 Die ¢-Reduktionssemantiken

5.3.1 Definition der ¢-Reduktionssemantiken

Nach der Definition der ¢-Fixpunktsemantik suchen wir nun nach einer passenden ¢-Reduktions-
semantik. Im Falle der cbv- und der cbn-Semantik war dies einfach, da wir auf allgemein bekannte
Reduktionsstrategien zuriickgreifen konnten. Auch ist die Verwendung einer innermost Reduktions-
strategie fiir den cbv-Auswertungsmechanismus und einer outermost Reduktionsstrategie fiir den
cbn-Auswertungsmechanismus naheliegend. Beliebige erzwungene Striktheiten ¢ fithren nun zu ei-
ner Vermischung der beiden Auswertungsmechanismen. Die Suche nach einer ,,middlemost“ Reduk-
tionsstrategie diirfte aber kaum aussichtsreich sein. Auflerdem sind die unterschiedlichen Strikthei-
ten der Konstruktoroperationen verwirrend, da zu den Konstruktorsymbolen doch iiberhaupt gar
keine Reduktionsregeln existieren.

Wir wollen daher erst einmal Abstand von dem Problem nehmen, und nicht direkt eine Re-
duktionsstategie definieren. Stattdessen untersuchen wir, welche Art von Reduktionen in der ¢-
Fixpunktsemantik korrekt ist. Eine Reduktion ¢ l—%) t' heift genau dann korrekt in der ¢-

Fixpunktsemantik, wenn [[t]]flig = [¢']5 gilt.
Beispielsweise ist in der cbv—Fixpunktsemantlk die Reduktion an einer innermost Redexstelle immer
korrekt.

Beispiel 5.4 Reduktion an einer innermost Redexstelle und die cbv-Semantik

inf — Succ(inf)

Betrachten wir die Reduktion
condgycc (Succ (inf) ,Zero,inf) —5—  condsyec (Succ(inf) ,Zero,Succ(inf))
Wegen [inf]X Peby = L gilt auch
[condsycc(Succ(inf), Zero, inf)]]%fcbv = 1| = [condsycc(Succ(inf), Zero, Succ(inf))]]%"cbv.

3 und und die li-Redexstelle 1.1 sind die einzigen innermost Redexstellen des Ausgangsterms. O

Andererseits sind in der cbv-Semantik offensichtlich nicht alle Reduktionen korrekt.
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Beispiel 5.5 Reduktion an einer outermost Redexstelle und die cbv-Semantik

inf — Succ(inf)

Betrachten wir jetzt

condgycc (Succ (inf) ,Zero,inf) —— Zero
Es ist
[condsycc(Succ(inf), Zero, inf) %"va = 1 # Zero = [[Zero]]%fcbv.

Die Reduktion an der outermost Redexstelle € ist nicht korrekt in der cbv-Fixpunktsemantik, da
Dﬁx

[[Succ(inf)]]?jfcbv = 1, und die Verzweigungsoperation condg, <™

uce . an der ersten Stelle strikt ist. O

Das allgemeine Problem bei der Reduktion mit einer Reduktionsregel f(p)—r besteht darin, dafl die
Argumente von f in einem Redex f(f) meistens noch Funktions- oder Hilfssymbole enthalten. Die
Reduktion ist jedoch nur dann mit Sicherheit korrekt, wenn f nicht erzwungen strikt fiir die unbe-
kannten semantischen Werte der Argumente ist, und die semantischen Werte der Argumente auch
zum Pattern der Reduktionsregel passen. (Die Reduktion kann natiirlich auch andernfalls korrekt
sein; dies hiingt auch von der rechten Regelseite ab; diese wollen wir jedoch nicht betrachten.)

Die semantische Approximation ermdoglicht es sicherzustellen, dafl die genannten Bedingungen
erfiillt sind.

Definition 5.8 Semantische Approximation
Die algebraische Grundtermsemantik beziiglich der kleinsten ¢-Interpretation 1, [[]]il‘f, heifit se-
mantische Approximation beziiglich der erzwungenen Striktheit <.

G([tlﬂilf, ooy [tn ilf) ,  falls G nicht erzwungen strikt
[GANE = fir ([l [t %)
L , andernfalls
@ = 1
fiir alle G € ¢, f) € F( U H). O

Aus der Monotonie der algebraischen Termsemantik beziiglich der Algebra gem&fi Lemma 5.16,
S. 91, folgt, daB fiir alle % € Intsq und t € Ty [t]1® < [t]3® ist. Fiir ein beliebiges t € T,

. alg alg
garantiert ¢ < [¢]7° also auch ¢ < [t]y°.
Wir definieren den Begriff des syntaktischen ¢-Matchens in Analogie zum semantischen ¢-Matchen

(Def. 5.5, S. 76). Damit definieren wir die Menge der ¢-Redexe, deren Reduktion in der ¢-
Fixpunktsemantik korrekt ist.

Definition 5.9 Syntaktisches ¢-Matchen
Ein Termtupel ¢ € (Tx)" heiBt genau dann mit einem Redexschema f(")(p) € RedSp unter einer
Substitution o : Var(p)—Tyx syntaktisch ¢-matchbar, wenn

1. f nicht erzwungen strikt fiir ([[tl]]j_lf, cee [[tn]]j_lf) ist, und
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2. die Ordnungsbedingung
pilL/Var(pi)] <[]

fir alle ¢ € [n] erfillt ist, und

f#&) = f(@)o

ist.

Definition 5.10 ¢-Redex

f(#) mit f® e F(U H) und t € (Tx)" heiBt genau dann ¢-Redex zu einem Redexschema
f(9) € RedSp, wenn t vermittels einer Substitution o : Var(p)—Tx mit f(7) syntaktisch ¢-matchbar
ist.

Wir bezeichnen die Menge aller ¢-Redexe des Programms P mit Redpy. O

Auch [Cou90] definiert fiir seine cbv- und cbn-Semantik zwei verschiedene Mengen von Redexen.

Durch die Menge der ¢-Redexe ist eine Instanz eines Programms, préziser: des damit assoziierten
Termersetzungssystems, definiert. Wir verwenden ¢ auch zur Bezeichnung dieser Instanz. Durch
die Definition der Menge der ¢-Redexe erhalten wir somit auch die Begriffe der Menge aller ¢-

Reduktionsstellen, RedOccp,, der ¢-Reduktion und der ¢-Reduktionsrelationen Pe und Pe

Beweisen werden wir die Korrektheit der ¢-Reduktion in der ¢-Fixpunktsemantik erst in 5.4.3 mit
Hilfe mehrerer noch anzugebender Lemmata.

Mit der ¢-Reduktionsrelation definieren wir nun eine ¢-Reduktionssemantik. Wir definieren sie
ahnlich wie die Normalformsemantik (Def. 3.7, S. 45), jedoch unter Verwendung der semantischen
Approximation, da der Rechenbereich T¢ ¢ im allgemeinen auch unendliche und partielle Terme
enthilt, die wir durch Berechnungen nur approximieren kénnen.

Definition 5.11 Allgemeine ¢-Reduktionssemantik
Die allgemeine ¢-Reduktionssemantik

[15: Te—Teg

ist definiert durch
d 1
[ = | HIPTE | ¢ s '),

d

Die Existenz der kleinsten oberen Schranke in der Definition ist nicht offensichtlich. Wir bewei-
sen die Wohldefiniertheit der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik und der gleich folgenden parallel-
outermost ¢-Reduktionssemantik in 5.3.3.

Die Definition der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik ist sehr schlicht. Es ist intuitiv einleuchtend,
dafl die Berechnung aller von einem Term ausgehender korrekter Reduktionen (von denen die ¢-
Reduktionen freilich auch nur eine Teilmenge sind) zur Semantik des Terms fithrt. Beim Beweis
der Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und der ¢-Reduktionssemantiken in 5.5 erweist sich die
allgemeine ¢-Reduktionssemantik als sehr niitzlich. Fiir eine Implementierung stellt sie jedoch keine
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verniinftige Basis dar, da wir dafiir — wie schon in Bezug auf die Normalformsemantik gesagt —
eine (deterministische) Reduktionsstrategie brauchen.

Orientierend an der po-Reduktionsstrategie der cbn-Semantik definieren wir eine parallel-outermost
¢-Reduktionsstrategie. Hierbei werden in einer parallelen Reduktion alle outermost Redexstellen der
¢-Redexe eines Terms reduziert. Aus 5. — 7., Kapitel V in [0’Do77] wissen wir, da die parallel-
outermost Reduktionsstrategie fiir die Terme, die eine Normalform besitzen, immer terminiert, und
zwar generell in Instanzen von beinahe orthogonalen Termersetzungssystemen, deren Redexmengen
residual abgeschlossen und outer sind; Eigenschaften, die wir in 5.3.3 respektive 5.5.3 fiir die Menge
der ¢-Redexe nachweisen werden. Somit erscheint es wahrscheinlich, dafl auch unsere semantischen
Rechenterme richtig approximiert werden.

Definition 5.12 po-I-Reduktion

Sei I eine Instanz eines beinahe orthogonalen Termersetzungssystems R iiber einer Signatur X mit
der Menge der I-Redexe Redp ;.

Die Menge der outermost I-Redexstellen, Outerp ;(¢), und die Menge der non-outermost
I-Redexstellen , NOuterp (t), eines Terms ¢ € Ty, sind definiert durch:

Outerp r(t) = {u € RedOccp(t) |Av € RedOccpr ((t). v < u}
NOuterg ;(t) := RedOccp(t)\ Outerg ;(t).

FEine parallele I-Reduktion ¢ %» ' heifit genau dann

e non-outermost I-Reduktion, geschrieben ¢ — ', wenn U C NOuterpg, 1(1);

e outermost I-Reduktion, geschrieben ¢ a7 t', wenn U C Outerg 1(t);

e parallel-outermost (po-) I-Reduktion, geschrieben ¢ Rood t', wenn U = Outerp 1(t).

d

In dieser Arbeit benttigen wir die obige, allgemeine Definition freilich nur fiir den Fall I = ¢. Trotz-
dem zeigen wir im weiteren viele Aussagen in diesem allgemeineren Rahmen, um die Unabhéngigkeit
dieser Aussagen von den speziellen Programmen bzw. deren assoziierten Termersetzungssystemen
zu demonstrieren.

Obwohl die definierten Begriffe sich auf die durch die erzwungene Striktheit ¢ eindeutig definierte
Instanz des zum Programm P assoziierten Termersetzungssystems P bezichen, verwenden wir in
allen Bezeichneren P anstelle von P: Outerp,(t), NOuterp,(t),

Pnoc’ Pos ' Ppos’

Definition 5.13 Parallel-outermost ¢-Reduktionssemantik
Die parallel-outermost (po-) ¢-Reduktionssemantik

[[']]5)3(; : TZHTC&
ist definiert durch

[0, o= HIET8 | ¢ =t

P,po,s
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Wie schon die po-Reduktionssemantik der cbn-Semantik werden sowohl die allgemeine als auch
die po-¢-Reduktionssemantik durch die kleinste obere Schranke einer im allgemeinen unendlichen
Menge von Approximationen definiert. Wie dort stellt sich daher die Frage, ob es moglich ist, dafl
ein semantischer Wert eines Terms, der ein endlicher, totaler Konstruktorterm ist, nur beliebig
genau approximiert, aber nie erreicht werden kann. Dies ist nicht der Fall.

Lemma 5.21 Berechenbarkeit der ¢-Reduktionssemantiken
Sei t € Tx;. Wenn
[[t]]red =t e Te bzw. Ilt]]%?q =t e Tg,

dann existiert die ¢-Normalform ¢ | p . bzw. die po-¢-Normalform ¢ | p,,, ., und es gilt

[t =t=tlp, baw. [t =t =11pp.-
Beweis:
Sei t = [t]ist = U{[[t’]]alg | t —§> t'}y € Te. (Tee, <) ist w-induktiv und ¢ w—kompakt. Somit
existiert ﬂ]alg e {[¢ ]]ilf | ¢ P—§> t'} mit t = [[ﬂ]ilf Wegen t € Te folgt £ = t. Also gilt t —— # =,

und t ist die ¢-Normalform von ¢.
Die Aussage iiber die po-¢-Reduktionssemantik folgt analog. a

Zusammen mit der Ubereinstimmung der allgemeinen und der po-¢-Reduktionssemantik, die wir
in 5.5 zeigen, l&Bt sich leicht folgern, dal die ¢-Normalform und die po-¢-Normalform eines Terms
iibereinstimmen.

Aufgrund der w-Induktivitdt der kanonischen Halbordnung des Rechenbereichs sind alle semanti-
schen Werte schon durch ihre endlichen Approximationen eindeutig bestimmt. Daher kénnen zwei
syntaktische Terme ¢,t' € Ty, unterschiedlicher denotationeller Semantik ([t]% # [¢/]% P) immer
operationell unterschieden werden, d. h. bei Hinzunahme von zusétzlichen Funktlonssymbolen und
dazugehbrigen Programmregeln (die die kompositionelle Semantik nur erweitern) existiert f ) e F

mit? f(t) —> t € T¢ und nicht f(¢') % t.

Fiir unseren Programmlersprachen ghnliche Programmiersprachen wird eine derartige Aussage in
[Ra& Vui80] bewiesen. In funktionalen Programmiersprachen héherer Ordnung ist diese erwiinschte
fully abstract Eigenschaft von Semantiken jedoch aufgrund der Sequentialitét aller Operationen
(siche Kapitel 7) ein Problem ([Ber&Cur82], [Ca&Fell92]).

5.3.2 ¢-Reduktionssemantiken und die li- und die po-Reduktionssemantik

Wir haben die ¢-Semantiken als Verallgemeinerung der cbv- und der cbn-Semantik eingefiihrt.
Bei der Definition der ¢-Reduktionssemantiken haben wir jedoch kaum auf die Definitionen der
li- und der po-Reduktionssemantik zuriickgegriffen. Wir wollen hier die bestehenden Beziehungen
aufzeigen.

Betrachten wir die Definition der ¢-Redexe, so sehen wir, daf3 die cbv-Redexe genau die innermost
Redexe sind, und alle Redexe cbn-Redexe sind (Redpcpn = Redp).

2Da die allgemeine und die po-¢-Reduktionssemantik iibereinstimmen, wie wir in 5.5 zeigen, gilt diese Aussage
selbstverstéandlich auch fiir po-¢-Reduktion.
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Hieraus folgt direkt, dafl die po-Reduktionssemantik gleich der po-cbn-Reduktionssemantik ist. In
diesem Fall ist die in Kapitel 4 angegebene Reduktionssemantik also wirklich ein Spezialfall einer
der zwei ¢-Reduktionssemantiken.

Fiir die cbv-Semantik ist dies jedoch nicht gegeben. Die hierfiir in Kapitel 4 definierte li-
Reduktionssemantik basiert zwar auf der Reduktion an innermost Redexstellen, d.h. cbv-Re-
dexstellen, aber die sequentielle li-Reduktionsstrategie reduziert nur immer genau an einer
cbv-Redexstelle, der leftmost-innermost Redexstelle. Dagegen reduziert die parallele po-cbv-
Reduktionsstrategie im allgemeinen an mehreren innermost Redexstellen, wie das folgende Beispiel
demonstriert.

Beispiel 5.6 li- und po-cbv-Reduktionsstrategie

inf — Succ(inf)

Betrachten wir die Reduktion eines Terms

condgycc (Succ(inf) ,Zero,inf) condsycc (Succ(Succ(inf)),Zero,Succ(inf))

—_—»
P,po,cbv

3. 2/
ooy condgycc (Succ® (inf) ,Zero,Succ” (inf))

—
P,po,cbv

condgycc (Succ(inf) ,Zero, inf) ST condgycc (Succ(Succ(inf)) ,Zero,inf)
T condgycc (Suce? (inf) ,Zero, inf)
—_—
Pli

)

d

Die po-cbv-Reduktionsstrategie reduziert in einem Schritt parallel alle outermost Redexstellen der
innermost Redexstellen. Innermost Redexstellen kénnen schliefflich aufgrund der Verzweigungssym-
bole sehr wohl iibereinander liegen. Wie wir schon bei ihrer Definition anmerkten, ist die Bezeich-
nung ,innermost“ Redexstellen irrefithrend.

Die li-Reduktion ist sozusagen eine lo-cbv-Reduktion. Wir haben in 4.3 gesehen, dafl mit der
lo-Reduktionsstrategie, die wir entsprechend auch lo-cbn-Reduktionsstrategie nennen, keine cbn-
Semantik definierbar ist. Somit realisiert eine lo-¢-Reduktionsstrategie fiir beliebige ¢ keine ¢-
Semantik. Daher definieren wir auch keine lo-¢-Reduktionssemantik. Im Falle der cbv-Semantik
fithrt die lo-cbv-Reduktionsstrategie jedoch aufgrund der speziellen Semantik der Verzweigungs-
operationen und der Striktheit aller iibrigen Operationen zum Ziel. Da die cbv-Semantik ein sol-
cher Ausnahmefall ist, und die li-Reduktionssemantik also kein Spezialfall einer unserer zwei ¢-
Reduktionssemantiken ist, haben wir in Kapitel 4 die Invarianz der li-Reduktionssemantik und ihre
Ubereinstimmung mit der cbv-Fixpunktsemantik schon bewiesen.

Es sei noch erwahnt, daf die andersartige Formulierung der li-Reduktionssemantik, d. h. der Verzicht
auf die Verwendung semantischer Approximationen, keine Rolle bei dieser Abweichung spielt. Es
ist leicht einzusehen, daf fiir alle t € Ty

[l = tlpy ,falls t|p) existiert und t]p); € Te ist
P L , andernfalls

_ /malg * /
- U{[[thcbv |t PJli '}
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gilt. Die einfachere Definitionsform vermittels der Konstruktornormalform ist fiir jede ¢-Reduk-
tionssemantik moglich, deren kanonische Ordnung des Rechenbereichs flach, also gleich (Té, <)
ist.

Aus dem neugewonnenen Blickwinkel der ¢-Semantiken sehen wir somit, dafl der Unterschied zwi-
schen Reduktionssemantiken der cbv- und der cbn-Semantik nur scheinbar auf der Position im
Term (inner- oder outermost) der reduzierten Redexe beruht. Stattdessen liegt der wesentliche Un-
terschied in den verschiedenen Arten von Redexen (cbv- oder chn-Redexe), die reduziert werden.

Die ¢-Semantiken sind, auch wenn sie abgesehen von der cbv- und der cbn-Semantik und vielleicht
noch den zwei anfangs erwihnten Mischformen nie in realen Programmiersprachen eingesetzt wer-
den, in einem weiteren Punkt niitzlich: Die cbv-Auswertung erweist sich in der Praxis als effizienter
implementierbar als die cbn-Auswertung. Insbesondere aufgrund der Moéglichkeiten der unendlichen
Datenstrukturen besitzen jedoch viele moderne funktionale Programmiersprachen wie Miranda und
Haskell cbn-Semantik. Das Effizienzproblem wird dann mit einer Striktheitsanalyse angegangen, die
beispielsweise mit der schon erwidhnten abstrakten Interpretation durchgefiihrt werden kann. Diese
bestimmt — soweit moglich — welche Operationen an welchen Argumentstellen strikt sind. An die-
sen Stellen kann dann der effizientere cbv-Auswertungsmechanismus eingesetzt werden. Insgesamt
entsteht so eine Mischung von cbv- und cbn-Auswertung.

Die ¢-Semantiken bieten hierfiir eine theoretische Grundlage. Man fithrt die Striktheitsanalyse im
Rahmen einer cbn-Semantik durch. Aus der Definition der ¢-Fixpunktsemantik ist leicht ersichtlich,
daB die erzwungene Striktheit einer Argumentstelle eines Operationssymbols von nicht-strikt zu
strikt gedndert werden kann, wenn die Operation an dieser Argumentstelle strikt ist, ohne dadurch
die Semantik (den Datentyp) des Programms zu verédndern. Aus der Striktheitsanalyse gewinnt man
somit eine , moglichst strikte“ erzwungene Striktheit ¢ mit Df}% = DP bn- Berechnungen kénnen
nun mit einer ¢-Reduktionssemantik erfolgen.

Die Korrektheit eines derart optimierenden Interpreters oder Compilers liefe sich also durch den
Beweis der Ubereinstimmung mit einer ¢-Reduktionssemantik nachweisen.

5.3.3 Die Wohldefiniertheit

Wir beweisen nun noch die Wohldefiniertheit der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik und der po-¢-
Reduktionssemantik. Die hierfiir bewiesenen zentralen Lemmata 5.23 und 5.24 sind auch fiir den
Beweis der Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und der ¢-Reduktionssemantiken in 5.5 von grofier
Bedeutung.

Zuerst zeigen wir eine Hilfsaussage fiir das darauf folgende Lemma.

Lemma 5.22 Vertauschung von semantischer Approximation und Teiltermersetzung
Seien t,t' € Ty, Grundterme und u € Occ(t). Dann ist

[tlu — #1115 = [E]78u — [¢17).
Beweis:

w=e: [[t[é - t] alg [[t ]]alg [[t]]alg[E - [[ /]]alg]

u=r1.u': (i €Ny)
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t=G(t1,...,tn): (GM )

[t — 115 = GH([a]TE. .. [l — 175, ] T®)
G ([]Te, . [6]B W — [, - [t T®)
GJ‘C([[t ]]alg - [[tn]]alg)[u - [[t/]]alg]

= [t — [£175).

I

(entweder = L oder = G(...))

t:f(tlv"'vtn): (f(n)ef)

[tu — #1178 = L = Lliw' — [£]79) = [F17%u — ¢T3,

O

Im Beispiel 4.9, S. 69, haben wir fiir die cbn-Semantik gesehen, wie ein semantischer Wert eines
Terms durch fortwdhrende Reduktion approximiert wird. Im folgenden Lemma beweisen wir, dafl
Reduktion nur zu einem Informationsgewinn (bzgl. der Halbordnung (T¢ ¢, <)) und niemals zu
einem Informationsverlust fiihren kann.

Lemma 5.23 Informationsgewinn durch Reduktion

t——t = [ <[]

P
t m N [[t]]alg [[t ]]alg
Beweis:
Gegeben sei die Reduktion t —~— /. Somit ist
f@)—r
t/u = f(p)o
t'/u = ro

fiir eine Substitution o, und es gilt

[f(P)o]1® = L < [ro]?®

Mit Lemma 5.22 iiber die Vertauschung von semantischer Approximation und Teiltermersetzung
und der Invarianz der kanonischen Halbordnung der partiellen Terme folgt:

[ = [t <—f(1530]]]alg

[
S|

= [tlu = ro]]5
[

Ist u € NOuterp(t), so existiert eine Stelle v < w mit ¢(v) € F( U H), d.h. [[t/v]]ilf = 1. Somit ist
u € Occ([[t]]ilf), und es gilt:

[117% = [7%[u — f(B)o] = [7% = [t11%[u — ro] = [V]7.



106 KAPITEL 5. DIE ¢-SEMANTIKEN

Diese Aussage gilt natiirlich insbesondere auch fiir die einfachen und parallelen ¢-Reduktionen

(t Paos t" impliziert ¢ Fno’ t').

Lemma 5.24 Residuale Abgeschlossenheit der ¢-Redexe
Die Menge der ¢-Redexe Redp, ist residual abgeschlossen.

Beweis:

Sei t —— t’ eine Reduktion und v € RedOccp(t).

Nach Lemma 2.6, S. 29, ist die Menge aller Redexe eines Programms P, Redp, residual abge-
schlossen. Somit ist v \ ¢ —— ¢’ C RedOccp(t'). AuBlerdem besagt Lemma 2.6, daf in den Fillen
v=uwu,v | uwund u < v fiir alle b € v\t —“—> ¢t t/v = ¢'/. Also ist in diesen Féllen auch
v\t —— t' C RedOccp(t).

Sei nun v < u. BEs ist u = v.k.u’ fiir ein £ € INy und v/ € IN.. Da v € RedOccp,(t), ist
t/v = f(t1,...,tn)
t'/v = f(th,...,t)
fiir (") € F(UH) und t1,...,t,,t,, ...t/ € Ty mit
t s ) (1)
Vk #i € [n]. t; =t (2)
Nach Lemma 5.23 iiber Informationsgewinn bei Reduktion folgt aus (1)
[t] % < [0 3)
und aus (2) folgt trivialerweise
Vi # i€ [n]. [6]15 = [#]7%. (4)

Da v € RedOccpc(t), ist f nicht erzwungen strikt fir ([[tl]]alg . ﬂtn]]alg) und dieses ist syntaktisch
¢-matchbar mit dem Pattern (pi1,...,pn) eines Redexschemas f(pl7 ..,pn) € RedSp. Aufgrund
von (3) und (4) trifft dies auch auf ([t} ]]alg ce ﬂt%]]‘j_lf) zu. Somit ist v eine ¢-Redexstelle in ¢’ und
es gilt v\t =t ={v} C RedOccP,g(t’). O

Aus der residualen Abgeschlossenheit der ¢-Redexe folgt gemifl Kapitel 2 die Giiltigkeit des allge-
meinen Residuenlemmas fiir die ¢-Reduktion und die Konfluenz der ¢-Reduktionsrelation B
Lemma 5.25 Wohldefiniertheit der ¢-Reduktionssemantiken

Die allgemeine ¢-Reduktionssemantik [[]]red und die po-¢-Reduktionssemantik [-]3 sind wohldefi-
niert, d. h. fiir alle ¢ € Ty, existieren die kleinsten oberen Schranken von

1
Trea == {[tT5 | t PL,Q t'}

und

1 185 >ty 5—>»
Too = {[tT75 |t 55> 75}— {[lislie Nyt =t Ppox 2 Ppot
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Beweis:

Wir zeigen, dafl Tieq eine abzéhlbare gerichtete Teilmenge und T, sogar eine w-Kette von T¢ ¢ ist.
Da Ty abzéhlbar ist, ist auch Tyeq C [[TE]]TE = {[t ]]alg | t € Ty} abzihlbar. Seien [t/ ]]alg [[t”]]alg
Treq- Somit ist t —— ¢ und t —— t”. Aufgrund der Konfluenz der ¢-Reduktionsrelation existiert

Py Pg

ein t € Ty, mit ¢/ %c) t und ¢’ %g) t. Mit Lemma 5.23 iiber Informationsgewinn bei Reduktion

folgt [t']%'% < [[ﬂ]a1g und [t"]38 < [[ﬂ]‘j_lg Also ist Tyeq gerichtet.

Aus Lemma iiber Informatlonsgewmn bei Reduktion folgt auch direkt, dafl T},, eine w-Kette ist.
Tieq und Ty, besitzen als abzdhlbare gerichtete Teilmenge respektive w-Kette aufgrund der w-
Vollsténdigkeit von (T¢ ¢, <) eine kleinste obere Schranke. O

5.4 Syntaktisches und semantisches ¢-Matchen

Hier beweisen wir einige grundlegende Bezichungen zwischen dem syntaktischen und dem semati-
schen ¢-Matchen.

In 5.4.1 zeigen wir zuerst Eigenschaften des syntaktischen ¢-Matchens, analog zu den Eigenschaften
des semantischen ¢-Matchens, die wir in 5.2.3 bewiesen haben. Hieraus folgt in 5.4.2 der zentrale
Satz iiber syntaktisches und semantisches ¢-Matchen. Dieser bildet die Grundlage des Beweises der
Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und der ¢-Reduktionssemantiken. In 5.4.3 beweisen wir mit Hilfe
dieses Satzes schon die Korrektheit der ¢-Reduktion in der ¢-Fixpunktsemantik.

5.4.1 Eigenschaften des syntaktischen ¢-Matchens

Lemma 5.26 Syntaktisches ¢-Matchen mit linearen Pattern
Sei t € Ty, p € T¢(X) ein lineares Pattern, o : X—Tx,.

Es gilt
po =1 (1)
genau dann, wenn
plL/Var(p)] <t (2)
und
xo =t/u , wobei {u} = Occ(x, p) ist, (3)

fiir alle z € Var(p) gilt.

Beweis:
Strukturelle Induktion iiber p.

p=x: (z€X).

(2) ist trivialerweise erfiillt, und es ist klar, dafl (1):
po=x0=1
genau dann gilt, wenn (3):
xo =t/e , wobei {e} = Occ(x, p) ist,

gilt.
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p=G(p1,....pn): (G €% p1,...,p, € Te(X) linear).

t =po=G(p1;...,pn)o = G(p1o;...,pno)

gilt genau dann, wenn

t=G(t1,...,tn)
und
Vi € [n] pio =1t;
gilt. Dies wiederum gilt nach Induktionsvoraussetzung genau dann, wenn
t=G(t1,...,tn),
Vi € [n]. pi[L/Var(p;)] < t;
Vi € [n]. Yo € Var(p;). xo = t;/u , wobei {u} = Occ(z, p;) ist,

gilt. Unter Zusammenfassung der ersten beiden Bedingungen gilt dies genau dann, wenn

p[L/Var(p)] = G(p1,...,pn)[L/Var(p)] <t

und
xo =t/u , wobei {u} = Occ(x, p) ist,

fur alle x € Var(p) gilt.
O
Die Linearitét des Patterns p ist in obigem Lemma von entscheidender Bedeutung, da nur deshalb

|Occ(z,p)| = [{u}| = 1 gelten kann. AuBerdem ist zu beachten, dafl in (2) der Ausdruck ¢/u
wohldefiniert ist: Aus dem Beweis geht implizit hervor, dafl aus (1) u € Occ(t) folgt.

Lemma 5.27 Syntaktisches ¢-Matchen
Sei f(™(p) € RedSp, t € (Tg)", 0 : X—Ts.
t wird mit f (p) von der Substitution o genau dann syntaktisch ¢-gematcht, wenn
vi € [n]. (s(£)(0) =tt = [L]1% # 1) A @il L/ Var(pi)] < [£:]1%) (1)
und
o =t/u , wobei {u} = Occ(z, ), (2)
fir alle z € Var(p) gilt.

Beweis:

<: Sei i € [n]. Nach (2) ist
zo =t;/u , wobei {u} = Occ(z, p;),
fiir alle € Var(p;).

Zusammen mit (1) folgt nach Lemma 5.26 iiber syntaktisches ¢-Matchen mit linearen Pattern
pio = t;.
Da dies fiir alle i € [n] gilt, ist f(f) ein Redex zu f(f). Zusammen mit (1) folgt gemiB der

Definition des ¢-Redexes und der Definition des syntaktischen ¢-Matchens, daf8 ¢ mit f(p)
unter o syntaktisch ¢-matchbar ist.
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=: Nach Definition des ¢-Redexes bzw. des semantischen ¢-Matchens gilt (1). Da f(#) ein Redex
von f(p) unter o ist, ist
pio =1;

fiir alle ¢ € [n]. Daraus folgt mit Lemma 5.26 iiber syntaktisches ¢-Matchen mit linearen
Pattern, dafl
zo =t;/u , wobei {u} = Occ(z, p;),

fiir alle z € Var(p;) und i € [n] ist. Somit ist auch (2) gegeben.
O

Die Wohldefiniertheit von (2) ist aus den gleichen Griinden wie beim vorhergehenden Lemma 5.26
gegeben.

Korollar 5.28 Syntaktische ¢-Matchbarkeit
Sei f()(p) € RedSp, t € (Tx)", 0 : X—Tx.
t ist mit f(7) genau dann syntaktisch ¢-matchbar, wenn

Vi€ [n]. (s(F)() =tt = [L]T® # L) A (pilL/Var(p)] < [t:]7®)

gilt.

Beweis:

Im vorhergehenden Lemma 5.27 iiber syntaktisches ¢-Matchen stellt nur (1) Anforderungen an ¢
und f(p), wahrend (2) die Substitution o festlegt. O

5.4.2 Der Satz iiber syntaktisches und semantisches ¢-Matchen

Das folgende Vertauschungslemma dient allein als Hilfslemma fiir den darauf folgenden Satz.

Lemma 5.29 Vertauschung von Semantik und Teiltermbildung
Sei t € Te(X) ein Konstruktorterm, 2 € Ints; ¢ und 3 : Var(t)—T¢ ¢ eine Variablenbelegung. Sei

u € Occ(t) N Occ([[t]]gll,gﬂ). Dann ist
[a5/v = It/ulxh:

Beweis:
1 1 1
u=e: tlyp/e = [tlaps = [t/elas

u=u'i: (i€ INy).

Da u' € Occe(t) N Occ([[t]];[dgﬁ), gilt nach Induktionsvoraussetzung
1 1
[thas/u = [t/ vl (1)
Da nach Voraussetzung u'.i € Occ(t), kann nicht

t/i' =z e X
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sein, sondern es mufl
t/u =G(t,. .., tn)

fiir ein G € C, t1,...,t, € Te(X), n > i sein. Dies impliziert

t/u’.i = ti.

Definitionsgeméaf gilt

[t/uT5% = G (135, - - - [tad35%)-

Da nach Voraussetzung u'.i € Occ([[t]]Ql 6)’ kann aus (3) nicht

[t/u15% =

folgen, sondern es muf

[t/u']8% = G155 - - [ta]

sein. Daraus folgt

[t/ /i = 11035

Insgesamt gilt nun:

[ fu = (I35 /u') /i € [t/u]2% /i 2 [, 2 e

alg
Ql[i’ -

[t /4135

d

Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir die Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und

der ¢-Reduktionssemantiken.

Satz 5.30 Syntaktisches und semantisches ¢-Matchen
Sei £ () € RedSp und £ € (Tx)™

t ist mit f(p) unter einer Substitution ¢ : X —Ty, syntaktisch ¢-matchbar

—
([[tl]]alg T 1. ) mit f(p) semantisch ¢-matchbar ist

—

fiir alle Interpretationen 2 € Inty ¢ ([[tl]]gllg, e [[tn]]gllg) mit f(p) unter einer jeweiligen Variablen-

belegung By : X—T¢ ¢ semantisch ¢-matchbar ist.

Ist die syntaktische und semantische ¢-Matchbarkeit gegeben, so besteht folgender Zusammenhang

zwischen der Substitution ¢ und der Variablenbelegung By :
Ba(w) = [zo]y*
fiir alle z € Var(p), bzw. allgemeiner
[a5, = [to]a®

fir alle t € Tx(Var(p)).
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Beweis:
Nach Korollar 5.28 iiber syntaktische ¢-Matchbarkeit ist ¢ mit f (p) genau dann syntaktisch -
matchbar, wenn

Vi€ [n]. (s(f)(i) =tt = [L]TE # L) A (pilL/Var(p:)] < [ti] )

gilt. Nach Korollar 5.9 iiber semantische ¢-Matchbarkeit gilt dies wiederum genau dann, wenn
([[tl]]alg . [[tn]]alg) mit f(p) semantisch ¢-matchbar ist.

Mit der Monotome der semantischen ¢-Matchbarkeit gem&fl Lemma 5.10, S. 84, folgt aus der se-
mantischen ¢-Matchbarkeit von ([[tl]]alg ooy [tn alg) mit f(p) auch die semantische ¢-Matchbarkeit

von ([[1?1]]QI ey [[tn]]gllg) mit f(p) fiir alle Interpretationen 2 € Inty, ¢. Da L¢ € Inty; ¢, ist natiirlich
auch die umgekehrte Schluirichtung korrekt.

Wird ¢ mit f(p) unter o syntaktisch ¢-gematcht, so ist nach Lemma 5.27 iiber syntaktisches ¢-
Matchen

xo =t/u , wobei {u} = Occ(z, p), (1)
fir alle z € Var(p).

Wird ([t1]%%, ..., [ta]3%) mit f(7) unter By semantisch ¢-gematcht, so ist nach Lemma 5.8 iiber
semantisches ¢-Matchen

Ba(z) = ([t]28, ..., [ta]%®) /u , wobei {u} = Occ(z, ), (2)

fir alle z € Var(p).
Aus letzterem folgt

Ba(z) = [t;]%8 /v’ , wobei {i.u'} = Oce(z, p), (3)

fir alle z € Var(p).
Aufgrund des Lemmas 5.29 iiber die Vertauschung von Semantik und Teiltermbildung ist

[tda® /v’ = [ti/ ]38 (4)
mit {i.u'} = Occ(z, p) fiir alle x € Var(p).
Insgesamt gilt somit:
ﬁg{(l‘) i [[ ]]alg/ /(4) [[t/ ]]alg [[t/ ]]alg (1)[[ ]]alg (5)

fiir alle z € Var(p).
Fiir t € Tx(Var(p)) enthilt to keine Variablen mehr. Damit folgt aus (5) nach Lemma 4.2 iiber
Substitutionsapplikation und algebraische Termsemantik, dafl

[135, = [to1a®

fiir alle ¢ € Ty (Var(p)) gilt. O

Wenn nur fiir einige aber nicht fiir alle A € Inty ¢ ([t1]%%, ... [tn]3®) mit f(F) semantisch -
matchbar ist, mu ¢ nicht mit f(p) syntaktisch ¢-matchbar sein:

Beispiel 5.7 Zum syntaktischen und semantischen ¢-Matchen

Sei f(p1) :=£(A), t; := a und 2 € Inty ¢ mit a® := A.

Somit ist ([t1]%%) = ([a]&®) = (A) mit £(A) semantisch ¢-matchbar, aber nicht (1) = (a) syntak-
tisch mit £ (A). O
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5.4.3 Korrektheit der ¢-Reduktion

Wir zeigen die Korrektheit von ¢-Reduktionsfolgen in der ¢-Fixpunktsemantik in mehreren Schrit-
ten.

Lemma 5.31 Korrektheit der ¢-Reduktion in Fixpunkten der ¢-Transformation, I
Sei f(p)—r eine Reduktionsregel, o : X —T's; eine Substitution und %A = ®p(A) € Inty ¢. Sei f(p)o

ein ¢-Redex. Dann gilt:
[f()o]5® = [roly®.
Beweis:
Da f(p)o ein ¢-Redex ist, ist nach Definition des syntaktischen ¢-Matchens (p1o, ..., p,o) mit f(p)
unter o syntaktisch ¢-matchbar.
Mit Lemma 5.30 iiber syntaktisches und semantisches ¢-Matchen folgt dann:

o]28 L [pao]28) ist mit f(p) unter By : X—Tec, definiert durch By(z) := [zo]28 fiir alle
(Iproly 2 S 2
re X, semantisch ¢-matchbar; es gilt also

FEP) ([pro]3, . .. [paoly®) = [F15%, (1)
und auflerdem ist
1 1
[r15%, = [roly® (2)
Da 2 ein Fixpunkt von ®p ist, gilt:
LF(D)ol5® = F(Ip1ol3%, - - [pnola®) = fEP<O ([p1o]d®, - .., [paoly®). (3)

Insgesamt folgt:

[f(P)olas 2 pore@ ([pio]3s, ..., [prols®) L ]38, 2 [ro]3e.

Lemma 5.32 Korrektheit der ¢-Reduktion in Fixpunkten der ¢-Transformation, II
Sei A = Pp (A) € Inty ¢. Fiir alle ¢,¢' € Ty, gilt:

! alg alg
N [

Beweis:
Sei t % t' eine Reduktion. Nach Definition der Reduktion ist

t/u = lo , dohe t=tu«—lo]
t' = tlu«—ro]

fiir eine Reduktionsregel [—r € P und eine Substitution ¢. Da eine ¢-Reduktion vorliegt, ist lo ein
¢-Redex. Mit dem vorhergehenden Lemma 5.31 folgt

[lo]3 = [ral3®.
Aus der Invarianz der algebraischen Termsemantik folgt dann direkt

[115® = [tlu — 10]15® = [tlu — rolla® = [t']a"
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Satz 5.33 Korrektheit von ¢-Reduktionsfolgen in der ¢-Fixpunktsemantik
Fiir alle t,t' € Ty, gilt:
* fi fi
13 < t/ = [[t]]Picc = [[t/]]P},cg

Beweis:
Folgt direkt aus dem vorhergehenden Lemma 5.32. O

5.5 Ubereinstimmung der drei ¢-Semantiken

Wie wir schon in Kapitel 4 bei der cbn-Semantik erwdhnten, verwenden wir fiir den Beweis der
Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt und der ¢-Reduktionssemantik eine andere Methode als fiir den
Beweis der Ubereinstimmung der cbv-Fixpunkt- und der li-Reduktionssemantik. Die fiir die cbn-
Semantik genannten Griinde treffen erst recht auf die allgemeineren ¢-Semantiken zu. Anstelle der
Verwendung von Datentypen von Grundtermsemantiken beweisen wir direkt die Ubereinstimmung
der drei Grundtermsemantiken.

Aus der bekannten Invarianz der algebraischen ¢-Fixpunktsemantik folgt so auch direkt die In-
varianz aller drei Grundtermsemantiken. Fin direkter Beweis der Invarianz der allgemeinen ¢-
Reduktionssemantik ist zwar moglich, aber der Beweis verlduft analog und ist fast ebenso komplex
wie der in 5.5.2 angegebene Beweis fiir die Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt- und der allgemeinen
¢-Reduktionssemantik.

Wir nennen eine Grundtermsemantik [-] : Ty —T¢ ¢ genau dann korrekt beziiglich einer zweiten
Grundtermsemantik [ : Tgs—Tc, wenn [-] < [-] gilt, und vollstéindig , wenn [-] = []  ist.

Natiirlich existieren in der schon genannten Literatur iiber Funktionsschemata viele Beweise der
Ubereinstimmung von Fixpunktsemantiken und verschiedenster Reduktionssemantiken. Diese las-
sen sich jedoch nur sehr begrenzt iibertragen. [Vui74], [Manna74] und [Dow&Se76] betrachten nur
syntaktisch stark eingeschriankte Funktionsschemata. Fast die gesamte Literatur {iber Funktions-
schemta betrachtet auch, wie schon erwéhnt, nur Basisdatentypen mit einer flachen Halbordnung
und nutzt dies in Beweisen aus, wie wir es bei der cbv-Semantik getan haben.

Auflerdem besitzen Funktionsschemata keine Pattern. Nicht jede Stelle eines Terms, an der sich
ein Funktions- oder Hilfssymbol befindet, ist auch eine (¢-)Redexstelle. Fiir das Patternmatching
haben wir sehr viele Aussagen iiber syntaktisches und semantisches ¢-Matchen beweisen miissen.
Dagegen sind Pattern im Rahmen beinahe orthogonaler Termersetzungssysteme, wie sie [O’Do77]
behandelt, selbstverstindlich. Leider werden dort nur terminierende Reduktionsfolgen und keine
unendlichen Approximationsketten betrachtet. Das in [O’Do77] fiir den Beweis der Termination
sogenannter eventually outermost Reduktionsfolgen benutzte Prinzip ist jedoch duflerst méchtig,
und wir beweisen damit in 5.5.3 die Vollstédndigkeit der po-¢-Reduktionssemantik beziiglich der
allgemeinen ¢-Reduktionssemantik.

5.5.1 Der Ubereinstimmungssatz

Einige Korrektheitsaussagen zwischen den drei Grundtermsemantiken lassen sich relativ leicht be-
weisen.

Lemma 5.34 Korrektheit der ¢-Reduktions- beziiglich der ¢-Fixpunktsemantik

[H]?Cgl = [H]%fg’
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Beweis:
Seit € Ty und ¢/ € Tx, mit ¢ % .
Nach Satz 5.33, S. 113, iiber die Korrektheit einer ¢-Reduktionsfolge in der ¢-Fixpunktsemantik ist

fi fi
[[t]] P),(g = [[t/]] P),(g

Es gilt 1. C D%fg, und mit der Monotonie der algebraischen Termsemantik beziiglich der Algebra
gemif Lemma 5.16, S. 91, folgt
1 1 fix
['12% < [0, = D

Insgesamt gilt
1
[[ ]]ag d [[t]]Pm

und somit ist [t]% eine obere Schranke fiir

Tied = {H ]]alg ‘ t %) t/} und
1 *
Tpo = {[[ ]]a & ‘ t pPo,s t,}

und es folgt
[[t]]%’; = UTtea = [[t]]ng
15 = UTwo = [t

Lemma 5.35 Korrektheit der po- beziiglich der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik

[15. = [T8¢

Beweis:
Seit € Tx. Es ist
{t'[t oo thc{t' [t — '}
und somit
{[E77% |t <o ¢} CHIETY® |t —— ¢}

Mit Lemma 2.1, S. 12, iiber Kofinalitdt und kleinste obere Schranken folgt

[t = L HITEE 1t o ¢ S| HIETEE 1 ¢ = ¢} = T2

Wir wissen nun
fi
L%, = [15e = T3

Mit einem Beweis von Hf}_-,xg < [, lieBe sich der Kreis schlieflen, und die Ubereinstimmung aller
Grundtermsemantiken wére bewiesen. Leider erweist sich ein solcher Beweis als duflerst proble-
matisch. Daher beweisen wir stattdessen -] Pe = [[]]red und [[]]rﬁ‘g = [[]5.- Da auch diese Beweise
aufwendig sind, fithren wir sie in 5.5.2 respektive 5.5.3 separat auf, und halten hier schon fest:



5.5. UBEREINSTIMMUNG DER DREI ¢-SEMANTIKEN 115

Satz 5.36 Ubereinstimmung der ¢-Fixpunkt und der ¢-Reduktionssemantiken

[[ _ [[ ]]red [[
Beweis:
[ ]]fg‘é <[ ]]ﬁx gemifl Lemma 5.34.
[[ <[ ]] gemifl Lemma 5.34.
[ ]]red <[5 red ¢ gemifB Lemma 5.35.
[[]]%Xg < [[]]red gemiB Lemma 5.39, S. 119.
[H]red <% P > gemiB Lemma 5.50, S. 130. -

Aufgrund der Ubereinstimmung kénnen wir eine Bezeichnung anstelle der drei verschiedenen ver-
wenden.

Definition 5.14 ¢-Datentyp, ¢-Grundtermsemantik
Die ¢-Interpretation iiber X

Dp, = Dp
heifit ¢-Datentyp und die Abbildung

fi
[p = LI = LI = L1,
heifit ¢-Grundtermsemantik der ¢-Semantik. O
Wie angekiindigt gilt:

Lemma 5.37 Invarianz der ¢-Grundtermsemantik
Die ¢-Grundtermsemantik ist invariant.

Beweis:

[1pe = [[]]?5; = [[-]]E;;%Dx , und die algebraische Grundtermsemantik ist grundsétzlich invariant. O
S

5.5.2 Vollstandigkeit der allgemeinen ¢-Reduktions- beziiglich der ¢-Fixpunkt-
semantik

Das von uns verwendete Beweisprinzip ist das folgende:
Wir zeigen, daf} sich die ¢-Fixpunktsemantik eines Terms ¢ € Ty, schreiben 148t als

= | {5 | % = (®pg)'(Ls), i € N}.

Die allgemeine ¢-Reduktionssemantik ist bekanntlich definiert durch
red Ll{[[t alg |t t}

Beide Grundtermsemantiken sind also kleinste obere Schranken von Mengen. Wir beweisen, dafl
die kleinste obere Schranke der ¢-Fixpunktsemantik kleiner-gleich der kleinsten oberen Schranke
der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik ist, indem wir zeigen, dafl die Menge, von der in der ¢-
Fixpunktsemantik die kleinste obere Schranke gebildet wird, kofinal in die Menge ist, von der in
der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik die kleinste obere Schranke gebildet wird.

Da der folgende Beweis sehr komplex ist, beachte man auch das darauf folgende Beispiel.



116 KAPITEL 5. DIE ¢-SEMANTIKEN

Lemma 5.38 Kofinalitidt der Approximationen der allgemeinen ¢-Reduktions-
semantik in die der ¢-Fixpunktsemantik

Seit € Tx. Sei ; := (®pc)¥(Le) € Inty ¢ fiir alle i € IN.

Dann existiert zu jedem 7 € IN ein ¢’ € Ty, mit

und
1 1
[t1a® < [T7%.

Beweis:

i = 0: Setze t' :=t und es gilt trivialerweise
1 1 1
t —— ' und [t]of = [¢]7° = [£'1%
1t =1+ 1:

t=f(tr,....tn): (f € F(UH)).
Fall 1: ([t,]%2 ..., [[tn]];}il) ist mit der linken Seite einer Reduktionsregel f(p)—r € P

Ajt1?
unter einer Variablenbelegung 3 : X —T¢ ¢ semantisch ¢-matchbar.

Es gilt also

M55, = F2 (RS, [daf) = D555 M
Nach Induktionsvoraussetzung der strukturellen Induktion existieren ¢}, ...t € Ty
mit
th—— 1 (2)
und
[Laf, < 407 (3)
fiir alle € [n].
(2) impliziert
t=f(tr,. . stn) —— f(t1,.. 1) (4)

Aufgrund der Monotonie der algebraischen Termsemantik beziiglich der Algebra
gemifl Lemma 5.16, S. 91, ist

1% < [l (5)
fir alle 2 € Inty ¢, [ € [n].

Aus (3) und (5) folgt mit der nach Lemma 5.10, S. 84, gegebenen Monotonie des
semantischen ¢-Matchens, daf} fiir alle Interpretationen 2 € Inty; ¢, insbesondere 2;,

(I 0%, .. [t,]34%) mit f(p) unter einer jeweiligen Variablenbelegung By semantisch
¢-matchbar ist, und

B = Ba (6)
ist.
Dann ist nach Satz 5.30, S. 110, iiber syntaktisches und semantisches ¢-Matchen
auch (#},...,¢) mit f(p) unter einer Substitution o syntaktisch ¢-matchbar, und es
gilt

+ qal 1
[[tU]];(ig = [[ﬂ]g[,gﬁ% (7)
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fiir alle £ € T (Var(p)).
Die syntaktische ¢-Matchbarkeit impliziert

f(t), ..., t) —— ro. (8)

(7) ist insbesondere fiir £ = r giiltig:

[rol3e = []3%,, (9)

Aus (6) folgt mit der Monotonie der algebraischen Termsemantik beziiglich der
Variablenbelegung gemifl Lemma 5.17, S. 92:

[r]5Es < [Tats, - (10)

Schlielich existiert aufgrund der Induktionsvoraussetzung der Induktion iiber ¢ ein
t' € Ts; mit
ro ——t' (11)
und
[rolaf < Y175 (12)

Insgesamt ergeben nun (4), (8) und (11) zusammen

t=f(tr, . stn) —= f(th,... 1) —— 10 —— ' (13)
und es gilt
1
1 1 1 1 1
[, < 115, [[ ]]nga 2 [ro]ye g [T (14)
Fall 2: Sonst, d.h. es existiert keine passende Reduktionsregel.
Setze t' :=t und es gilt
t—=—1t
S
und
1 ; 1 1 1
[I:t]]g[i_l = fml([[tl]]g[ig_‘_l’ ttt [[tn:[lglzg_;'_l) J— < [[t ]]ag'
t=G(ty,... . ty): (G €).
Nach Induktionsvoraussetzung der strukturellen Induktion existieren ¢/, ... ¢/ € Ty mit
t — 1] (1)
und
1 1
[t]af, < [T (2)

fiir alle [ € [n].

Mit

der Monotonie aller Operationen einer ¢-Interpretation folgt aus (2)
, 1 1 ; 1 1
Gr ([l - nlady,) 2 G ([l - [l TE). (3)

Auflerdem sind die Operationen einer Konstruktorsymbols in allen ¢-Interpretationen
gleich:

GUtl = G0 = G, (4)
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Setze nun t' := G(t},...,t),). Aus (1) folgt

= G(t17 7tn) T) G(t17 : 7t;1) - t/
und (3) und (4) ergeben zusammen
1 ; 1 1
Ilt]]glzg_t,_l = GQIH_l ([[tl]]g[i_l? ctt [[tn]]glzg+1)

A
A

G ([U]F%, . Tl ™)
G ([U]TE, - [6,]7®)

—
W~
=

= 1%
O
Beispiel 5.8 Zur Veranschaulichung des Beweises
Sei P das folgende Programm mit Pattern:
a — A
g(x) — G(a)
h(x) — gk
f(x) — x
Es sei ¢ = cbn. Es ergeben sich folgende Operationen fiir die ersten Approximationen des -
Fixpunktdatentyps:
li=0]i=1]i=2]
a%i() | L A A
ghi(t)| L |G(L)| G(a)
RN | L | L6l
)| L t ¢

Wir betrachten nun den Term ¢ = f(h(A)) € Ty im Schritt von ¢ = 1 zu i + 1 = 2, wie im Fall
t = f(t1,...,ty) und Fall 1 des Beweises beschrieben.

(In(&)]3%) = (G(L)) ist mit der linken Seite der Reduktionsregel £(x)—x unter der Variablenbele-
gung 3 = (x — G(L)) semantisch ¢-matchbar.

Es gilt also

[t]af = £%2(6(L)) = [x3F 5 = 6(L)- (1)
Es existiert t) = G(a) € Ty, mit
t1:=h(A) —— g(&) —— G(a) = 1] (2)
und
[t:1]38 = G(1) < 6(1) = [H]7®. (3)
(2) impliziert
t =1£(h(4)) —— £(G(a)) (4)

Es gilt speziell
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([t} ‘;}f) = (G(4)) ist mit £(x) unter der Variablenbelegung By, = (x+ G(A)) semantisch ¢-

matchbar, und es ist
f=(x—G(L)) = (x— G(4) = fa,-

Auch ist (G(a)) mit f(x) unter der Substitution o = [G(a)/x] syntaktisch ¢-matchbar.
Es gilt somit

£(G(a)) —— %0 = G(a),
und auflerdem

[132 5y, = P (x) = G(8) = [6(2)]5F = [xola?.
Aus (6") folgt auch
[]5 5 = B(x) = 6(L) D 6(A) = [x[55s, -

Schlieflich existiert ¢’ := G(A) € Ty, mit

x0 = G(a) —— G(A) =t/

und
[xo]5 = [G(2)]5¢ = G(A) < G(a) = [¢]7".

Insgesamt ergeben nun (4), (8) und (11) zusammen

t=1£(h(8)) —— £(G(a))

G(a) Ga) =t

<

und

[ @ e, = (1) 2 6(a) = (3%, © ol S o(a) = 12,

Lemma 5.39  Vollstéindigkeit der allgemeinen ¢-Reduktions- beziiglich der
¢-Fixpunktsemantik

L% = [5e.
Bewelis:
Seit e Ts. Sei A = ((I)p7g)i(L§) S Intgg fiir alle ¢« € IN.

(6")

Nach dem vorhergehenden Lemma 5.38 ist {[[t]]gllg | i € IN} kofinal in {[t/ ]]alg |t —— t'}, und mit

Lemma 2.1, S. 12, iiber Kofinalitdt und kleinste obere Schranken folgt

LI [taf < | I 1 ¢ —— o).

1€IN
Es gilt:
[415%
(Definition) = [[t]];;%x
P
(Definition) = [¢]1% .,
(w-Stet. der alg. Termsemantik _ |_| [ t]]alg
bzgl. der Algebra gem#fi Lemma 5.16) s
(s0) < | H{IFT® [t —— ¢}
(Definition) = [[t]]red
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BEMERKUNG 5.2: Zur po-s-Reduktionssemantik
Leider 148t sich das auf der Kofinalitdt beruhende Beweisprinzip nicht fiir die po-¢-Reduktions-
semantik verwenden. Das Problem der Ubertragung des Lemmas 5.38 liegt im Schritt von (2) nach

(4). GeméB der dann verwendeten Induktionsvoraussetzung wiirden natiirlich ¢, ...t/ € Ty mit
b o @)

fiir alle [ € [n] existieren. Es gilt jedoch dann im allgemeinen nicht:

t=flt,... tn) 5o f(t1,- - 1) (2%)
Das Problem liegt weniger darin, dafl in allen n Teiltermen an den Stellen 1,. .., n jeweils gleichviele
po-s-Reduktionsschritte zu erfolgen haben, sondern vielmehr darin, da die po-¢-Reduktion im
allgemeinen schon vor Erreichen der ¢],. ..,/ die Reduktion an der Stelle € mit f(p)—r fordert.
Man betrachte hierzu das vorhergehende Beispiel 5.8:
Es wird dort festgestellt, daf3

1 = h(A) — g(A) — G(a) = £), (2)
und daher
t =£(h(4)) —— £(G(a)). (4)
gilt.
Es gilt auch
f1 = (k) —— g(4) —— G(a) = £}, (2)
jedoch nicht
t =1£(h(A)) ﬁ» £(G(a)) =: £. (4%)

Mit # ist der Induktionsschritt nicht durchfithrbar. Es 18t sich zwar in (13) anstelle von ro ver-
wenden, aber in (14) ist ro nicht durch ¢ ersetzbar, da

[r]5% = B(x) = 6(L) > L = [n(A)]3% = [E]3.

Deshalb wird die Ubereinstimmung der po-¢-Reduktionssemantik und der allgemeinen ¢-
Reduktionssemantik im folgenden rein operationell gezeigt. Daraus folgt die Ubereinstimmung
der po-¢-Reduktionssemantik mit der ¢-Fixpunktsemantik. Somit gilt die Aussage des Lem-
mas 5.38 iiber die Kofinalitit der semantischen Approximationen sehr wohl auch fiir die po-
¢-Reduktionssemantik; denn die kleinsten oberen Schranken der Approximationen der po-g-
Reduktions- und der ¢-Fixpunktsemantik sind gleich, die Approximationen sind w-Ketten w-
kompakter Elemente der w-induktiven Halbordnung der unendlichen Terme, und damit sind nach
einer Anmerkung in 2.2 die beiden Approximationen gegenseitig kofinal. O

5.5.3 Vollstandigkeit der po-<- beziiglich der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik

Wir fithren nun den letzten und aufwendigsten Teil des Beweises der Ubereinstimmung der drei
Grundtermsemantiken der ¢-Semantik.

Die wesentliche Beweisidee besteht darin, mit der allgemeinen Menge der eventually outermost
Reduktionsfolgen zu arbeiten, statt nur po-¢-Reduktionsfolgen zu betrachten. Grob gesprochen
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heifit eine ¢-Reduktionsfolge eventually outermost, wenn jede outermost ¢-Redexstelle, die in einem
der Terme der Folge vorkommt, im weiteren Verlauf der ¢-Reduktionsfolge wieder eliminiert wird,
d.h. an der Stelle selbst wird reduziert oder durch eine andere Reduktion entsteht oberhalb der
Stelle eine neue ¢-Redexstelle, so daf die betrachtete Stelle non-outermost wird.

Das verwendete Beweisprinzip stammt, wie schon erwéhnt, aus [0’Do77]. Das dortige Theorem 10
besagt, daf eine eventually outermost Reduktionsfolge immer terminiert, wenn der Ausgangsterm
iitberhaupt eine Normalform besitzt. Dieses Theorem beruht auf dem davor aufgefithrten Lemma
17, welches mit Hilfe einer komplexen Konstruktion von Reduktionen beweist, dafl das Residuum
einer eventually outermost Reduktionsfolge wiederum eine eventually outermost Reduktionsfolge
ist (das Residuum einer Reduktionsfolge ist in Def. 2.3, S. 34, definiert worden).

Wir definieren diese Hilfskonstruktion zuerst in Definition 5.17 und geben dann den Beweis zerlegt
in vier Lemmata (5.44 — 5.47) an. Einerseits wird auf diese Weise der Beweis iibersichtlicher; ande-
rerseits verwenden wir die eventually outermost Hilfskonstruktion bzw. einige dieser Lemmata, um
noch weiterfithrende Aussagen iiber die mit eventually outermost ¢-Redukionsfolgen erreichbaren
semantischen Approximationen zu zeigen (Lemmata 5.48 und 5.49). Daraus kénnen wir dann ins-
gesamt die gewiinschte Vollstédndigkeit der po-¢- beziiglich der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik
schlieflen.

Eine ausfiihrliche Darstellung des Beweises des Lemmas 17 und Theorems 10 aus [O’Do77], der
dort auflerdem fiir sogenannte kombinatorische Reduktionssysteme erweitert wird, befindet sich im
Anhang von [Ber&Klop86].

Zuerst zeigen wir, dafl die Menge der ¢-Redexe outer ist. Diese Eigenschaft ist Voraussetzung fiir
die meisten der folgenden Lemmata.

Lemma 5.40 Outer-Eigenschaft der ¢-Redexe

Die Redexmenge Redp, ist outer.

Beweis:

Sei ¢ l_%g t’ eine ¢-Reduktion, u < v < w Stellen, v € RedOccp(t), u € RedOccp(t).

Es gibt somit v/, w’ € IN% und k£ € IN; mit v = w.k.v' und w = v.w’ = uw.k.v W'

Da Redp; € Redp, folgt nach Lemma 2.10 iiber die Outer-Eigenschaft der Redexe, dafl u €

RedOccp(t).
Somit ist

t/u = f(t1,...,tn)

t'Ju = f(th,....t,)
fir f") € F(UH) und t1,...,t,,t,, ...t/ € Ty mit

ti =t (1)
fiir alle k # 4 € [n] und
t (2 1

Da v' € RedOccpc(t), gilt ty % t.. Nach Lemma 5.23, S. 105, iiber Informationsgewinn bei
Reduktion ist somit

[tx]75 = [R5, (2)
Da u € RedOccp(t'), ist f nicht erzwungen strikt fiir ([[t’l]]j“_lf, o [t Tf), und ([[t’l]]j“_lf, ey [[t;l]]?_lf)
ist semantisch ¢-matchbar mit dem Pattern p eines Redexschemas f(p) € RedSp. Aufgrund von
(1) und (2) trifft dies auch auf ([[tl]]j_lf, ooy [tn j_lf) zu. Somit ist u € RedOccp(t). 0
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Die folgenden, auf [O’Do77] zuriickgehenden Definitionen und Lemmata gelten nicht nur fiir unsere
Programme mit einer erzwungenen Striktheit. Im folgenden sei daher I eine Instanz eines beinahe
orthogonalen Termersetzungssystems 2 mit der I-Redexmenge Redpg ;.

Wir definieren nun formal die Elimination einer outermost Redexstelle und eventually outermost
Reduktionsfolgen.

Definition 5.15 Elimination einer outermost Redexstelle (vgl. Def. 30 in [O’Do77])

Uy Uz Us

Sei t; to t3 —
Redexstelle u erd genau dann in t; eliminiert, wenn [ der kleinste Index grofler & mit

. eine Reduktionsfolge mit v € Outerg ;(tx), k € IN;. Die outermost

u € Uj_y oder u ¢ Outerp ;(;)
ist. O
Man beachte, daf$ fiir alle i € {k,k+1,...,1—2}
u\t; =9ty = {u}.

Wenn u € U;_1, so ist
U,_
uw\ t—1 —» ty =0,

was nicht u ¢ RedOccp r(t;) impliziert; andernfalls ist

U,
w\ tj—1 %» t;={u} C NOuterR,I(tl).

Definition 5.16 Eventually outermost ¢-Reduktionsfolge

(vgl. Def. 31 in [O’Do77]; Def. 7.5 von outermost-fair in [Ber&Klop86]).

Eine I-Reduktionsfolge t; t2 t3 . heifit genau dann eventually outermost,
wenn

I 1 I

Vk € IN;. Yu € Outerg (t). 3 > k. w wird in ¢; eliminiert.
O

Man beachte, dafl jede endliche eventually outermost Reduktionsfolge mit der I-Normalform des
Startterms t; endet.

Die folgenden Eigenschaften von Reduktionen (5.41 —5.43) werden wir im weiteren hiufig brauchen.

Lemma 5.41 Erhalt von unabhingigen non-outermost Redexstellen
Sei Redpg, 1 residual abgeschlossen. Dann gilt:

t —(j» t' ist eine I-Reduktion, U || V, V C NOuterg ;(t) = V C NOuterg ;(t').
Beweis:

Sei v € V. Wegen v || U ist v \ ¢ —[I]» t' = {v}, also aufgrund der residualen Abgeschlossenheit
v € RedOccp ;(t'). Da v € NOuterp 1(t), existiert w € RedOccp ;(t) mit w < v. Fiir alle w € U
ist u £ w, weil uw || v. Somit ist w \ ¢ —(j» t' = {w}, also w € RedOccp (t'). Insgesamt folgt
v € NOuterp (t'). 0
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Korollar 5.42 Zerlegung einer Reduktion
Sei Redpg, 1 residual abgeschlossen. Wenn ¢ —Ii—» t' eine I-Reduktion ist, so ist auch

t Ui t” Us t/
o,] no,l

mit Uy := U N Outerp ;(t) und Uz := U \ Outerp ;(t) eine I-Reduktionsfolge.

Beweis:

Die Moglichkeit der Zerlegung einer Reduktion folgt direkt aus der Definition der parallen Reduk-
tion unabhéngiger Redexe. Mit Lemma 5.41 iiber den Erhalt unabéngiger non-outermost Redex-
stellen folgt auch Us C NOuterg 1(t"). O

Lemma 5.43 Non-outermost Reduktion erzeugt keine outermost Redexstellen
Sei Redpg, 1 residual abgeschlossen und outer. Dann gilt:

t— t' = Outerg ;(t') C Outerg 1(t).

)

Beweis:
Sei t ——» 1’ eine I-Reduktion und v € Outerp,;(t').

1. Z.z.: Es existiert kein w < v mit w € RedOccp f(2).

Angenommen, ein solches w existiert. Dann existiert insbesondere ein w < v mit w €
Outerg,(t). Da u € NOuterg(t), ist w \t —> ¢ = {w} C RedOccp,((t'). Dies steht

im Widerspruch zu der Annahme v € Outerg ;(t').

2. Z.z.: v € RedOccp (t).

Nach 1. kann nicht 4 < v sein, und es bleiben die folgenden 2 Fille.

u || v: Dann ist t/v = t'/v und somit v € RedOccp f(t).

v <u: Da u € NOuterg 1(t), existiert w € RedOccp r(t) mit w < v und wegen 1. gilt v <
w < u.

v =w: Also ist v € RedOccp (t).
v < w: Aus der Outer-Eigenschaft von Redp s folgt direkt v € RedOcc(t).
3. Z.z.: v € Outergr(t).
Dies folgt direkt aus 1. und 2.

Wegen t FU[» thgdw. t —o by —2o . = ¢! mit U = {u1,...,u,} (Erhalt von unabhéngigen

o,] no,l no,l

non-outermost Redexstellen, Lemma 5.41) folgt schlielich induktiv Outerp ;(¢') C Outerg ;(t). O

Die umgekehrte Inklusion (Outerp ;(t) C Outerg ;(t')) gilt auch, siehe Lemma 14 in [O’Do77], wird
aber im folgenden nicht benétig.

Die eventually outermost Hilfskonstruktion und die darauf folgenden vier Lemmata gehen auf Lem-
ma 17 in [O’Do77| zurtick.



124 KAPITEL 5. DIE ¢-SEMANTIKEN

Uy Us Us
[¢] P3
o| P> Ps3 0
3
S3 ——mM > .
olP P> 3
no

no

S1 %2 Va\Ps

no Va\ Py
Wi

Wi

th th t3
Abbildung 5.1: Die eventually outermost Hilfskonstruktion.

Definition 5.17 Eventually outermost Hilfskonstruktion

Sei Redp ; residual abgeschlossen und outer. Sei A = t; —*» to —%» ... eine Reduktionsfolge

R I
und B =1t RL» t| eine I-Reduktion.

Die eventually outermost Hilfskonstruktion zu A nach B, dargestellt in Abbildung 5.1, ist
definiert als das Tupel

((ts)iew,, (t; JieN s (8i)ieN s (Sit1)ien,
(P)ien, s (Pip1)ien, s (Qi)ien, » (U)ien, » (Vi)ien, , (Wi)iew, )

wobei die Bestandteile wie folgt definiert sind:

((ti)ienvy s (t)ien,, (Us)ieny, (Vi)ien,, (Wi)iew, )

ist die Residuenkonstruktion zu A nach B.
Fiir alle ¢ € IN; sind definiert:

Py = VinOuterg(t1)
P = P\t gI tis1 = P\ Ui (da P; C Outerg(t;))
Py = PN Outer(tiﬂ)

Qi = Ui\t —» Si

s; ist durch den I-Reduktionsschritt ¢; %il_» s; definiert.

Da P, CV,, gilt s; %I;% t. Dabei wird t; %» t) gemif Korollar 5.42 in eine outermost und eine
. P Vl\P1 /

non-outermost I-Reduktion ¢; 2ol 51 Rnol t] zerlegt.

8i+1 ist durch ¢;41 %» Si+1 und §; —~» ngl 3;+1 aufgrund des allgemeinen Residuenlemmas wohl-

definiert.
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tiv1 %» $;4+1 wird geméfl Korollar 5.42 in eine outermost und eine non-outermost /-Reduktion

. Py ) P»;Jrl\Pi A
Lit1 Rol S+l Raor Sitl zerlegt.

. ARV o A
Man beachte, daf3 5,11 M t2+17 weil Py C Vigg. O

Lemma 5.44 Konvergenz in der eventually outermost Hilfskonstruktion

Sei Redp  residual abgeschlossen und outer. Sei A = t; —+» to —%» ... eine I-Reduktionsfolge

R I
und B =1 %» t} eine I-Reduktion. Sei die eventually outermost Hilfskonstruktion zu A nach B

mit den in Definition 5.17 verwendeten Bezeichnern gegeben.
Dann existiert ein [ > 1 mit s; = t; und U; = @Q; fiir alle ¢ > [.

Beweis:
Nach Definition der eventually outermost Hilfskonstruktion ist P, = {p1,...,pn} € Outerg r(t1).
Da A eventually outermost ist, existiert zu jedem p; ein [; > 1, so daf} p; in ¢;, eliminiert wird.
Wir zeigen nun fiir alle ¢ € IN:
Pi:{pj€P1|lj>i}.
1= 1: Dalj>1,iStP1:{ijP1 ’lj>1}.
1 = 1+ 1: Nach Definition ist
P = (PZ \ UZ) N OuterRJ(tiH).
Es folgt zusammen mit der Induktionsvoraussetzung

P € Pi=A{pj e 1|l >1}.

Wir betrachten alle p; € P;:

l; =i+ 1: Nach Definition der Elimination einer outermost Redexstelle ist p; € U; oder
p;j ¢ Outerp (ti+1). Somit p; & Piyq.

l; > i+ 1: Nach Definition der Elimination einer outermost Redexstelle ist p; ¢ U; und p; €
Outerp r(tit1). Also p; € Piq1.

Insgesamt ist also Py = {p; € P1 | [; > i+ 1}.
Somit ist P; = 0 fiir alle ¢ > [ := max{l; | j € [n]}. Wegen ¢; —» s; folgt s; = t; und U; = Q; fiir

alle 1 > [. 0O

Lemma 5.45 Erhalt einer outermost I-Redexstelle
Sei Redp, ; residual abgeschlossen und outer. Gegeben seien die folgenden /-Reduktionsschritte

t1

R,I|Us RIJV2
——1

tg ———
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mit

Vi = U1 \ t —=» tQ

va = U2 \ t —» tl

und auBlerdem sei

u € Outerg;(t) N Outerg 1(f)
U ¢ U,uWV;

Dann ist auch

u € Outerg(t1)

u Qé Uy uV,
Beweis:
Sei (v] := {v/ € IN%_ | v/ < v} fiir beliebige v € IN7,..
1. Z.z.: uw ¢ U.
Angenommen, v € Uy. Da v € Outerg /(1) und u ¢ Us, ist (u] N Uz = 0. Nach Definition
der Residuenabbildung ist dann u € U; \t to = V7. Dies steht im Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

2. Z.z.: (uNVy=40.
Angenommen, v’ € (u]NVe C U\t %» t1. Nach Definition der Residuenabbildung existiert
dann ein v” € Uy U Uz mit v” < o/, d.h. «” € (u]. Dies steht im Widerspruch dazu, daf§
u € Outer(t) und u ¢ U; UUsz C RedOccp ;(t), und somit (u] N (U UUs) = 0.

3. Z.7.: ugVs.
Dies folgt direkt aus 2.

4. Z.z.: u € Outerp r(t1).
Da u € Outerg(t) und u ¢ Uy, ist (u] N Uy = 0. Somit ist u \ ¢ —*» t; = {u} und also
u € RedOccp 1(t1).

Angenommen, u ¢ Outerp r(¢1). Dann existiert v’ € Outerg 7(t1) mit v’ < u. Da (u (u],
ist nach 2. (u/]NVz = (). GemiB der Definition der Residuenabbildung ist dann u'\t; —2» ¢ =

{u'}. Somit ist u’ € RedOccp ;(t). Da v’ < u, ist u ¢ Outerg ;(%). Dies steht im Wlderspruch
zu den Voraussetzungen.

i
V

Lemma 5.46  Erhalt einer outermost Redexstelle in der eventually outermost
Hilfskonstruktion

Sei die eventually outermost Hilfskonstruktion mit den in Definition 5.17 verwendeten Bezeichnern

gegeben.

Sei u € Outerpg r(t;) und u ¢ W fiir alle ¢ € IN;.. Dann ist u € Outerg (s;) und u ¢ Q; fiir alle

1€ ]1\]+
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Beweis:
Wir zeigen durch vollstdndige Induktion fiir alle ¢ € IN,.:

l.i1>1 = u%Qifl.

2. u € Outerg 1(s;).

3. ué¢V;\ P

1 =1:

1. Offensichtlich.

2. Da Vi \ P € NOuterg 7(s1) und u € Outerp,;(¢]) und nach Lemma 5.43 non-outermost
I-Reduktion keine outermost I-Redexstellen erzeugen kann, ist u € Outerg r(s1).

3. Wegen Vi \ Pi C NOuterp 7(s1) und u € Outerg y(s1) nach 2. ist u ¢ Vi \ Pi.

1t = 1 + 1: Folgende Reduktionen sind jetzt von Bedeutung;:

Si+1 ~
Piy1\Piyq |10
Si o Si+1
Vit1\Pit1
Vi\P; Vit1\Pit1
t; Wi t,, <

Es ist
W; = @\&44QZU\t—ﬁf

Visr \ Pip1 = (Vi \ P) \ s —» Sit1-
Nach den allgemeinen Voraussetzungen gilt
uw € Outerg(t;y)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
u € Outerpg(s;)
u & Vi\P
Mit Lemma 5.45 iiber den Erhalt einer outermost /-Redexstelle folgt dann

u € Outergr(Sit1)
u ¢ QiU(Vigr\ Pipa).

1. Nach obigem ist u ¢ Q;.
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2. Da ]5i+1 \ Pit1 € NOutergr(si+1) und u € Outerpr(5;+1) und nach Lemma 5.43
non-outermost I-Reduktion keine outermost [-Redexstellen erzeugen kann, ist u €
Outerp, r(Sit1)-

3. Da ]5Z+1\P,+1 C NOuterp [(s,+1) und u € Outerp 1(s;41), ist u ¢ ]5i+1\P,~+1. Zusammen
mit u & Vigr \ Py folgt u ¢ (Piga \ Piy1) U (Vigr \ Pry1) = Vigr \ Piga.

O
Lemma 5.47  Abgeschlossenheit der eventually outermost Reduktionsfolgen unter
Residuenbildung
Sei Redp  residual abgeschlossen und outer. Sei A = t; ——» t2 —— ... eine I-Reduktionsfolge

R,I R,I
und B = t; —RWI—» t} eine I-Reduktion.
Dann ist A\ B eine eventually outermost I-Reduktionsfolge.

Beweis:

Se1A-t1—»tg%»...undA\B:t/1 —Ls t, —2» RI

Angenommen, A \ B ist nicht eventually outermost 0O.B.d. A. existiert eine Redexstelle u €
Outerp 1(t}), die in A\ B nicht eliminiert wird, d.h. u € Outerpg ;(¢;) und u ¢ W; fiir alle i € IN,.
Betrachten wir nun die eventually outermost Hilfskonstruktion zu A nach B mit den in Definition
5.17 verwendeten Bezeichnern.

Aus Lemma 5.46 iiber den Erhalt eines outermost Redexes in der eventually outermost Hilfskon-
struktion folgt, dal u € Outerg 1(s;) und u ¢ Q; fiir alle ¢ € IN,..

Nach Lemma 5.44 iiber die Konvergenz in der eventually outermost Hilfskonstruktion existiert ein
[ >1mits; =t; und U; = Q; fiir alle 1 > .

Beide Eigenschaften zusammen besagen, dafl u € Outerg ;(¢;) und w ¢ U; fir alle ¢ > [, fiir ein
[ > 1. Demnach wird v € Outerg ;(t;) nie eliminiert, und A ist nicht eventually outermost. Dies
steht im Widerspruch zu der Voraussetzung. a

Mit Hilfe der vorausgegangenen Lemmata beweisen wir nun Aussagen iiber die mit eventually outer-
most Reduktionsfolgen erreichbaren semantischen Approximationen. Damit weisen wir schlieBlich
die Vollstandigkeit der po-¢- beziiglich der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik nach. Diese Aussagen
gelten natiirlich nur noch fiir Programme P mit einer erzwungenen Striktheit ¢.

Lemma 5.48 Einfache Dominanz von eventually outermost ¢-Reduktionsfolgen

Sei A=+t - to B . eine ¢-Reduktionsfolge und B = t; —*» t} eine ¢-Reduktion.

Dann existiert ein [ € IN; mit
[ < [a] .

Beweis:

Betrachten wir die eventually outermost Hilfskonstruktion zu A nach B mit den in Definition 5.17

verwendeten Bezeichnern.

Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, daf [t} ]]alg < [[sz]]alg fiir alle ¢ € IN;.

1 =1: BEsistt; Fod 51 Baod t}. Nach Lemma 5.23, S. 105, iiber Informationsgewinn bei Reduktion
ist [t1]7 = [s1]7®
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1= 1+ 1: Es gilt s T Si+1 und s Prod 3i+1. Nach Lemma 5.23 {iber Informationsgewinn

bei Reduktion ist [[sl]] < [8ig1]"® 1= = [si41]® .- Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
[#1]7% < [si]* folgt [#4 Hig < [sin] 5

Nach Lemma 5.44 iiber die Konvergenz in der eventually outermost Hilfskonstruktion existiert ein
[l € Ny mit t; = s;.
Insgesamt gilt somit [t} ]]alg < [[tl]]alg O

Lemma 5.49 Dominanz von eventually outermost Reduktionsfolgen

Sei A =t T{» t' eine endliche ¢-Reduktionsfolge. Sei B = t; T to R PR eine eventually

outermost ¢-Reduktionsfolge.
Dann existiert ein k£ € IN; mit
1 1
[ET1% < TRl
Beweis:
Vollstandige Induktion iiber die Linge n der ¢-Reduktionsfolge A = t; Tng» t.
.. . 1 1 1
n=0: Fir k:=1 gilt [t ]]ag [t1 ]]ag [[tk]]if
. CA — U I _n /

n:>n—|—1 SelA—tl Tg»tl T’g»t

Da nach Lemma 5.47 eventually outermost ¢-Reduktionsfolgen unter Residuenbildung abge-

schlossen sind, ist

A % o gl /
B —B\tl ?tl_tl ?tQT
eventually outermost.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein &’ € IN; mit
Ht ]]alg < Ht ]]alg

Man betrachte die Residuenkonstruktion von B nach #; TUg» th:

B_t1%t2% .. DY tk/ tk/+1

P P P \S Py
P,Ci P&i P,Ci PSi
B =t) — 1t oo .. t t!
2 Pc P ! Py k'+1 Py
Es ist
/ / /
tk/ T,C» tk’+l T,g» el = (tk/ P tk/+1 P . ) \ (tk’ T,C» tk’)’

und gem#f Lemma 5.48 iiber einfache Dominanz von eventually outermost Reduktionsfolgen
existiert ein k > k' mit
1 1
[ 125 < [,

Insgesamt gilt also
1 1
[£70% < TRl

Das Beweisprinzip dieses und des letzten Lemmas (5.48) ist noch einmal in Abbildung 5.2 skizziert.
O
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t t t Y
! ps 1 Pl Ppg P t
Pg Pg P,ci
t tl t//
2 P< 2 Pc 2?2 Pg
Pg Pg Pg e
>
Pg Pg
1%
trr —»P,g tk/
Pg Pg
S
Pg|
ty,

Abbildung 5.2: Beweisprinzip der Lemmata 5.48 und 5.49

Lemma 5.50 Vollstédndigkeit der po- beziiglich der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik

[15S =< L%

Beweis:
Sei t € Tx. Seien

Ta = {IV11% |t 5=t}

1
Ty = {15t s )
Sei nun [[tred]]aj_lf € Treq, d. h. ¢ Png» tred.-

Betrachten wir dann
=1 —> tyg —> ....
t=t P,po,s t2 Ppo,s

Die po-¢-Reduktionsfolge ist eventually outermost. Somit existiert gemifi Lemma 5.49 iiber die
Dominanz von eventually outermost ¢-Reduktionsfolgen ein k& € IN; mit

[[ red]]J_g g [[tk]]alg

Da [[tk]]j_lf € Tpo, ist also Treq kofinal in Tj,.
Mit Lemma 2.1, S. 12, iiber Kofinalitdt und kleinste obere Schranken folgt dann

[[t]]red |_|Tred d |_|Tp0 = [[t]]F])DOg
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5.5.4 Effizientere ¢-Reduktionssemantiken

Bei der Definition der Normalformsemantik und spéter der allgemeinen ¢-Reduktionssemantik
haben wir darauf hingewiesen, dafl diese aufgrund ihres Nicht-Determinismus bei der Reduk-
tion kaum die Grundlage einer Implementierung bilden kénnen. Diese Unzulédnglichkeit wurde
mit den daraufhin definierten, auf deterministischen Reduktionsstrategien beruhenden Reduk-
tionssemantiken, hauptséichlich der po-¢-Reduktionssemantik beseitigt. Wir haben die Effizienz
der po-¢-Reduktionssemantik jedoch nicht weiter betrachtet, da das Auffinden von effizienten ¢-
Reduktionsstrategien nicht Ziel dieser Arbeit ist. Aus dem letzten Abschnitt ergeben sich dies-
beziiglich jedoch einige Anregungen, die wir kurz diskutieren wollen.

Fiir die Untersuchung der Effizienz benotigen wir ein Kostenmafl. Wir verwenden dafiir die Anzahl
der Redexstellen, an denen reduziert wird bis die Normalform erreicht ist. Fiir ein griindliches
Studium der Effizienz wére sicherlich auch die Betrachtung unendlicher Reduktionsfolgen, welche
partielle oder unendliche Konstruktorterme approximieren, sinnvoll.

Im vorangegangenen Abschnitt 5.5.3 haben wir zwar am Ende nur noch die po-¢-Reduktions-
strategie betrachtet, aber im Prinzip die Eignung jeder beliebigen eventually outermost ¢-
Reduktionsstrategie fiir eine ¢-Reduktionssemantik nachgewiesen. Die po- ist im allgemeinen kei-
nesfalls die eflizienteste aller eventually outermost ¢-Reduktionsstrategien.

Es ist bekannt, daf bei reinen outermost (¢-)Reduktionsstrategien haufig Redexe vervielfacht wer-
den, die im weiteren Verlauf der Reduktion alle wieder reduziert werden. Dieses Problem wird in
Implementierungen jedoch durch die Speicherung von Termen in azyklischen Graphen und die da-
durch mogliche Verwendung gemeinsamer Teilterme gelost. Man spricht hier auch von call-by-need
anstelle von call-by-name Auswertung (siehe Kapitel VI in [O’Do77] oder [Fie&Har88]).

AuBlerdem diirfen wir nicht vergessen, dafl outermost ¢-Redexstellen nicht nur durch Reduktion
an ihnen selbst eliminiert werden kénnen, sondern auch dadurch, dafi oberhalb von ihnen neue
¢-Redexstellen entstehen.

Das folgende Beispiel verdeutlicht dies.

Beispiel 5.9

and(x,False) — False

a — b
b — False
2 5
and(a,b) Py and(a, False) oobn False.

Bei po-cbn-Reduktion wire im ersten Reduktionschritt zusitzlich und voéllig unnétig an der outer-
most Redexstelle 1 reduziert worden. a

Somit kann es durchaus sinnvoll sein, in einem Reduktionsschritt nur an einer echten Teilmenge
der outermost ¢-Redexstellen zu reduzieren.

Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels zeigt auch, dafl nicht jede die Semantik approximierende
¢-Reduktionsfolge eventually outermost sein muf:
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Beispiel 5.10

and(x,False) —

a —
b —
2
and(a,b) Sobr and(a,...) PysadiRg

In dem Term and(a,b) kann auf eine Reduktion an der outermost cbn-Redexstelle 1 wie schon
vorhin verzichtet werden. Nur an der anderen outermost cbn-Redexstelle 2 muf3 reduziert werden.
Wird dort nach eventuell wiederholter Reduktion schliellich False erreicht, so wird durch die
Reduktion an der Stelle £ auch die urspriingliche outermost cbn-Redexstelle 1 eliminiert.

Ist jedoch False dort nicht erreichbar, so ist schon [and(a,b)]pq,, = [[and(a,b)]]j‘_lf = 1, und die
Reduktionsfolge approximiert somit die Semantik ebenfalls. Diese (unendliche) cbn-Reduktionsfolge
ist jedoch nicht eventually outermost, da 1 nie eliminiert wird. a

Es stellt sich nun die Frage, wie wir die Vollstéandigkeit derartiger ¢-Redukionsstrategien beweisen
konnen.

Wie schon erwéhnt, wird auch im Anhang von [Ber&Klop86] ein Beweis fiir den Erhalt der even-
tually outermost KEigenschaft bei Residuenbildung gefiihrt. Der dortige Beweis ist auch in so-
fern allgemeiner, als dort nicht eine feste Aufteilung der Redexstellen eines Terms in outermost
und non-outermost Redexstellen vorausgesetzt wird. Stattdessen darf eine beliebige Aufteilung
von RedOccp(t) in zwei Mengen Gainp(t) (gaining ¢-Redexstellen) und NGainp(¢) (non-
gaining ¢-Redexstellen) mit RedOccp(t) = Gainp(t) U NGainp () vorliegen. Wenn dann fiir
diese Aufteilung analog zu den Lemmata 5.41, 5.43 und 5.45 gilt, dafl unabhéngige non-gaining
¢-Redexstellen erhalten bleiben, non-gaining ¢-Redexstellen keine gaining ¢-Redexstellen erzeugen
und gaining ¢-Redexstellen erhalten bleiben, so sind auch analog zu Lemma 5.47 die analog zu Defi-
nition 5.16 definierten eventually gaining ¢-Reduktionsfolgen unter Residuenbildung abgeschlossen,
denn der gegebene Beweis von Lemma 5.47 beruht nur auf diesen drei Eigenschaften der outermost
¢-Redexstellen. Ist Gainp(t) € Outerp(t), so lassen sich mit Sicherheit auch Teile der Beweise
der Lemmata 5.41, 5.43 und 5.45 zum Beweisen der drei Eigenschaften wiederverwenden.

Wir haben die Bezeichnung gaining ¢-Redexstellen natiirlich nicht ohne Grund gewéhlt. Wenn noch
analog zu Lemma 5.23, S. 105, iiber Informationsgewinn bei Reduktion

. 1 1
t ——t', ue Gainpc(t) = [T < [¢]7®

. 1 1
t—— t', u € NGainp(t) = [[t]]if = [[t’]]if

gilt, so ist auch die Dominanz von eventually gaining ¢-Reduktionsfolgen analog zu Lemma 5.49
gegeben.

Jede ¢-Reduktionsstrategie, die auf derartigen eventually gaining ¢-Reduktionsfolgen beruht,
ist also vollstdndig beziiglich der ¢-Fixpunktsemantik. Da nach Lemma 5.34, S. 113, jede ¢-
Reduktionssemantik korrekt ist, stimmt eine solche eventually gaining ¢-Reduktionssemantik mit
der ¢-Grundtermsemantik iiberein.

In unserem obigen Beispiel sollte also in and(a,b) die Stelle 2 zu den gaining und 1 zu den non-
gaining cbn-Redexstellen gehoren. In Kapitel 7 werden wir noch eine Anregung fiir eine allgemeine
Definition von Gainp(t) und NGainp(t) geben.



Kapitel 6

Untersuchung der ¢-Semantiken

Wir haben die ¢-Semantiken unserer Programme sowohl denotationell als auch operationell de-
finiert. Wir untersuchen jetzt die Beziechungen der ¢-Semantiken zu anderen hiufig eingesetzten
Semantiken.

Fiir einfache algebraische Spezifikationen und fiir Termersetzungssysteme wird meistens das initia-
le Modell bzw. die kanonische Quotientenalgebra als Semantik verwendet. In 6.1 begriinden wir,
warum diese Quotientenalgebra als Semantik unserer Programme ungeeignet ist. Dennoch zeigen
wir immerhin einen Zusammenhang zwischen der Quotientenalgebra und unseren ¢-Datentypen
auf.

Die insbesondere im Bereich logischer Programmiersprachen eingesetzten deklarativen Semantiken
beruhen auf dem Giiltigkeits- und Modellbegriff der Logik. In 6.2 stellen wir fest, daf allein unsere
cbn-Semantik deklarativ definierbar ist. Immerhin ist die cbv-Semantik fiir Programme mit Pattern
aus deklarativer Sicht ebenfalls ausgezeichnet.

Dies fiihrt uns in 6.3 zur Verwendung partieller Algebren, um damit die cbv-Semantik fiir Program-
me mit Pattern deklarativ zu definieren.

6.1 Das initiale Modell

Mit unserer denotationellen ¢-Fixpunktsemantik betrachten wir ein Programm als Spezifikation ei-
nes Datentyps, einer speziellen Algebra. Diesen Standpunkt haben wir von den algebraischen Spe-
zifikationen iibernommen ([Wir90]). Algebraische Spezifikationen bestehen meistens aus Formeln
einer Gleichungslogik erster Ordnung. Eine Algebra heiffit genau dann Modell der Spezifikation,
wenn die Formeln der Spezifikation in dieser Algebra giiltig sind. Einfache algebraische Spezifika-
tionen sind schlicht Mengen von Termgleichungen, d.h. Termpaaren. Somit kann der Begriff der
Giiltigkeit einer Gleichung leicht auf Reduktionsregeln iibertragen werden, und wir kénnen die
Modelle eines Programms definieren.

Definition 6.1 Giiltigkeit, Modell
Eine Termersetzungsregel [—r mit [, € Tx(X) ist in einer Algebra 2 = (A, o) € Algy, genau dann
giiltig, wenn fiir alle Variablenbelegungen 3 : X—A

al al
[[l]]m,gﬁ = [[T]]Qt,gﬁ

gilt. Eine Algebra 2 € Algy, heifit genau dann Modell des Programms P, wenn alle Reduktions-
regeln des Programms P in 2 giiltig sind.
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Die Klasse! aller Modelle des Programms P wird mit Modp bezeichnet. O

Zueinander isomorphe Modelle werden {iiblicherweise nicht unterschieden. Man spricht dann von
abstrakten algebraischen Datentypen. Trotzdem besitzt eine algebraische Spezifikation im allgemei-
nen viele (nicht zueinander isomorphe) Modelle, von denen nur eines der durch die Spezifikation
bestimmte (abstrakte algebraische) Datentyp sein soll. Bei rein aus Gleichungen bestehenden alge-
braischen Spezifikationen wird hierfiir das initiale Modell, d. h. die initiale Algebra aller Modelle,
gewahlt. Es ist bekannt, dafl das initiale Modell in diesem Fall immer existiert: Es ist die Quo-
tientenalgebra der Grundtermalgebra modulo der Kongruenz der Gleichungen (bzw. ist isomorph
zu dieser). Das initiale Modell eines Programms P ist somit die Quotientenalgebra der
Grundtermalgebra 7, modulo der Kongruenz <%>, Ts/ %n Im Kalkiil der Termerset-
zungssysteme wird das initiale Modell bzw. diese Quotientenalgebra ebenso verwendet (Kapitel 3
in [Der&Jou90]).

Warum definieren wir nicht analog zu den algebraischen Spezifikationen den Datentyp eines Pro-
gramms als dessen initiales Modell?

Hierfiir gibt es zwei gute Griinde.

Erstens sollen Programme ausfiihrbare Spezifikationen sein. Da sich mit abstrakten Aquivalenzklas-
sen jedoch nicht effektiv rechnen 148t, sind Berechnungen nicht in beliebigen Quotientenalgebren
moglich. Programme algebraischer Spezifikationssprachen, die ausfithrbar sein sollen, sind daher
terminierende, konfluente Termersetzungssysteme. In diesem Fall ist die initiale Algebra isomorph
zum sogenannten Normalformmodell. Da ein Programm P bzw. dessen Reduktionsrelation —
grundsétzlich konfluent ist, miissen wir fiir die Wohldefiniertheit des Normalformmodells nur noch
die Termination fordern.

Definition 6.2 Normalformmodell eines terminierenden Programms

Das Programm P, d. h. seine Reduktionsrelation —5— , sei terminierend. Das Normalformmodell

des Programms P ist definiert als die Algebra M := (Tx | p, a), gegeben durch

Tslp:={tlp|teTs}

und )
gME (@) = g(8) | p
fiir alle g™ € ¥, t € (Tx | p)™ O

Im Normalformmodell ist eine Aquivalenzklasse durch eine Normalform eindeutig repriisentiert. Die
Berechnung der Semantik eines Terms erfolgt schlicht durch die Berechnung von dessen Normalform.
Es ist zu beachten, daB trotz der grofien Ahnlichkeit zu der in Definition 3.7, S. 45, definierten
Normalformsemantik das Normalformmodell kein Datentyp dieser Normalformsemantik ist. Der
Tréager des Normalformmodells enthélt kein spezielles Element L, und es wird nicht zwischen Kon-
struktornormalformen und anderen Normalformen unterschieden.

Hieraus ergibt sich die zweite unerwiinschte Eigenschaft des initialen Modells: Zwar wird kein spezi-
eller Wert L fiir nicht-terminierende Berechnungen benétigt, aber im allgemeinen enthélt der Triger
des Normalformmodells neben den Konstruktorgrundtermen, die grundsétzlich Normalformen sind,
auch noch andere Terme.

1Entsprechend unserer Anmerkung in 2.1 ist die Kollektion der Modelle eine Klasse und keine Menge.
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Beispiel 6.1 Unerwiinschte Datenelemente im Normalformmodell

head(x:xs) — x
tail(x:xs) — xs

ist ein terminierendes Programm mit Pattern mit C = {[]¥),:®} und F = {head®, tai1(M}.

Tel = {[, {05 10,1, -, head([]), tail([l), ...}

ist der Trager des Normalformmodells M‘}Df. a

Dies widerspricht jedoch dem geforderten Prinzip der Konstruktorbasiertheit der Programmierspra-
che, wonach die Datenelemente durch die Konstruktoren aufgebaut werden, und die Funktions- und
Hilfsoperationen nur auf diesen Datenelementen operieren.

Daher ist das Normalformmodell auch nicht kompositionell (siehe S. 62); die Erweiterung eines
Programms um zusétzliche Funktionssymbole mit zugehorigen Programmregeln fiithrt im allgemei-
nen zu einer Erweiterung des Trigers und damit auch zu einer Anderung der ,alten“ Operatio-
nen. Das Konzept des Basisdatentyps garantiert dagegen die Kompositionalitdt der Semantik. Die
Funktionsoperationen (und Hilfsoperationen) operieren auf dem fest gegebenen Triger des Basis-
datentyps. In unseren konstruktorbasierten Programmiersprachen sollen die Datenelemente dieses
Trigers durch die Konstruktoren aufgebaut werden. In dem Normalformmodell ist jedoch tiberhaupt
kein Basisdatentyp auffindbar. Dieses Problem ist auch im Bereich der algebraischen Spezifikationen
bekannt. Als Reaktion wurde in [Gut77] der Begriff der ausreichenden Vollstdndigkeit (sufficient
completeness) von Spezifikationen eingefithrt (siehe auch [Gut&Hor78] und 3.2 in [Der&Jou90]).
Ubertragen auf unsere Programme ist diese wie folgt definiert:

Definition 6.3 Awusreichende Vollstéindigkeit
Ein Programm P heifit genau dann ausreichend vollstéindig, wenn fiir jeden Term t € Ty, ein

Konstruktorterm ¢ € Te mit ¢ % ¢ existiert?. O

Ausreichende Vollsténdigkeit impliziert selbstverstindlich Ty | = T¢, und garantiert damit die
Kompositionalitdt des Normalformmodells.
Offensichtlich ist fiir die ausreichende Vollstandigkeit eines Programms die Vollstdndigkeit der Re-
dexschemata in folgendem Sinne notwendig:

Definition 6.4 Vollstindigkeit der Redexschemata
Die Menge der Redexschemata, RedSp, heifit genau dann vollsténdig, wenn fiir alle f(®) e F (UH)
und ¢ € (T¢)" f(€) ein Redex ist. O

Lemma 6.1  Vollstindigkeit der Redexschemata ausreichend vollstindiger
Programme

Wenn P ein ausreichend vollstédndiges Programm ist, dann ist die Menge der Redexschemata,

RedSp, vollstiandig.

2Die fiir die ausreichende Vollstéindigkeit beliebiger Termersetzungssysteme in [Der&Jou90] geforderte Eigenschaft
t % ¢ ist hier aufgrund der Konfluenz von - dquivalent zu t % c.
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Beweis:

Seien f € F( U H) und & € (T¢)" beliebig. Da P ausreichend vollstiindig ist, existiert f(¢)]p
und es ist f(C) lfi € Te. Weil f(E')A ¢ Tc, muB ein ¢’ € Ty mit f(¢) —— t' existieren. Da das
auflerste Symbol [(¢) aller Redexe [ ein Funktions- oder Hilfssymbol ist, erfolgt die Reduktion an
der Stelle € in f(¢). Somit ist f(€) ein Redex. O

Allein die Vollstéindigkeit der Redexschemata garantiert schon, dafl alle Normalformen Konstruk-
torterme sind. Dies gilt sogar fiir die ¢-Reduktion mit einer beliebigen erzwungenen Striktheit .

Lemma 6.2 (¢-)Normalformen im Falle vollstindiger Redexschemata
Sei RedSp vollsténdig. Sei ¢ € Ty ein Term, dessen ¢-Normalform ¢ |p . existiert. Dann existiert
auch die Normalform ¢ | p und es gilt

tlp7§ = tlp S TC.
Insbesondere gilt fiir eine existierende Normalform % | p
t lp S TC.

Beweis:

Sei { := t|p. fir einen Term ¢ € Ty.

Angenommen, f ¢ Tc¢. Dann existiert eine Stelle v € Occ(f) mit t(u) = f™ € F( U H) und
¢; = t/u.i € T fiir alle i € [n]. Aufgrund der Vollstindigkeit der Redexschemata ist #/u = f(¢)
ein Redex. Da [[cl]]il< =ca #1,..., [[cn]]ilf = ¢, # L, ist {/u auch ein ¢-Redex. Dies steht im
Widerspruch zu der Voraussetzung, daf8 ¢ eine ¢-Normalform ist.

Also ist € T¢ und somit auch £ =t | p.

Die Aussage iiber ¢ |p gilt, da t|pp,, =1 ]p. O

Natiirlich impliziert die Vollstédndigkeit der Redexschemata alleine noch nicht die ausreichende
Vollstandigkeit eines Programms.

ist ein triviales Gegenbeispiel. Aber es gilt:

Lemma 6.3 Ausreichende Vollstindigkeit terminierender Programme mit voll-
stdndigen Redexschemata

Das Programm P bzw. seine Reduktionsrelation —5— sel terminierend und die Menge seiner

Redexschemata vollstéindig. Dann ist P ausreichend vollsténdig.

Beweis:

Sei t € Ty, beliebig. Da P terminierend ist, existiert die Normalform ¢ | p. Nach Lemma 6.2 folgt

aus der Vollstindigkeit der Redexschemata, dafi t|p € T¢, d.h. ¢ % tlp € Te. Also ist P

ausreichend vollsténdig. O

Die Termination des Programms wird sowieso schon fiir die Wohldefiniertheit des Normalformmo-
dells beno6tigt. Fiir die ausreichende Vollstédndigkeit eines Programms brauchen wir somit nur noch
die Vollstéandigkeit der Redexschemata zu fordern.

Interessant ist iibrigens, dafl Programme zwar aufgrund ihrer Eindeutigkeitsbedingung in einem
gewissen Sinne deterministisch sind — zu jedem Redex existiert nur genau ein Term, durch den
der Redex in einem Reduktionsschritt ersetzt werden kann —, aber die naheliegende Vermutung,
daf} jedes ausreichend vollstdndige Programm terminiert, ist falsch, wie das folgende Beispiel de-
monstriert.
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Beispiel 6.2 Ausreichende Vollstindigkeit A Termination

a —  f(a)
f(x) — A

Alle Terme haben die Normalform A. Trotzdem existiert die unendliche Reduktionsfolge

d

Allerdings koénnen ausreichend vollstindige Programme (sogar beliebige erweitert orthogonale
Termersetzungssysteme beziiglich derer alle Terme eine Normalform besitzen) keine unendlichen
Reduktionsfolgen %, to t3 ... mit einem Zyklus besitzen, d.h. es existieren keine
i # 7 € IN; mit ¢; = t;. Da diese Eigenschaft hier jedoch nicht relevant ist, verzichten wir auf den
Beweis.

Immerhin demonstriert dies die Subtibilitdt der ausreichenden Vollstandigkeit. In allge-
meinen (nicht-terminierenden) Termersetzungssystemen ist diese Eigenschaft unentscheidbar
([Gut&Hor78)).

Betrachten wir nun aufgrund unserer Forderung nach einer berechenbaren, kompositionellen, auf
dem Basisdatentyp der Konstruktorterme beruhenden Semantik nur noch terminierende Program-
me mit vollsténdigen Redexschemata, so stellen wir fest:

Lemma 6.4 Ubereinstimmung aller ¢-Semantiken und der initialen Semantik

fiir terminierende, ausreichend vollstéindige Programme
Sei P ein terminierendes, ausreichend vollstdndiges Programm. Dann gilt fiir alle erzwungenen
Striktheiten ¢ und alle Terme t € Tyx;:

[[t]]P,c =1 lP'

Beweis:
Aufgund der Termination und Konfluenz der Reduktionsrelation —5 und des Informationsge-

winns durch Reduktion geméfl Lemma 5.23, S. 105, gilt
LIIETEE |t 5 ') = [t L5 (1)

Nach Lemma 6.1 ist die Menge der Redexschemata RedSp vollsténdig, und somit ist nach Lemma
6.2 iiber (¢-)Normalformen im Falle vollsténdiger Redexschemata

tlp7§:th€TC. (2)

Insgesamt gilt:
[ = [0S = | KIETT® | ¢ t} = [[tlpg]]alg =tlp.
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Anders formuliert ist
Ts/ ~p = MH

fiir alle erzwungenen Striktheiten ¢. Aufgrund des Vorhandenseins von | und anderen partiellen
Konstruktortermen im Trager T¢ ¢ der ¢-Datentypen ist allerdings Dp. # MIIBC. Diese partiellen
Konstruktorterme sind jedoch unter den gegebenen Bedingungen gar nicht denotierbar.

Bei diesem Ergebnis ist zu bedenken, dafl die Forderung der Termination und vollstédndiger Re-
dexschemata fiir eine Programmiersprache unzumutbar ist. Unter dieser Bedingung sind partielle
Operationen wie head und tail von Listen nicht definierbar3. Die Termination ist {iberhaupt nicht
entscheidbar. Sprachen fiir ausfithrbare algebraische Spezifikationen wie OBJ (9.2 in [Wir90]) tiber-
lassen es dem Programmierer, die Termination und weitere unentscheidbare hinreichende Bedin-
gungen fiir die Ubereinstimmung von operationeller und initialer Semantik sicherzustellen. Dies
widerspricht jedoch unserem schon in der Einleitung dargestellten Standpunkt, dafl eine Semantik
jedem (entscheidbar) syntaktisch korrektem Programm eine Bedeutung zuordnen soll.

Somit ist das initiale Modell als Datentyp eines funktionalen Programms ungeeignet.

6.2 Deklarative Eigenschaften der ¢-Semantiken

Semantiken, die auf dem Modellbegriff der Logik basieren, werden deklarativ genannt. Im letzten
Abschnitt haben wir die Modelle eines Programms definiert. Offensichtlich ist kein ¢-Datentyp das
initiale Modell eines Programms. Es wére aber immerhin zu erwarten, daf3 die Reduktionsregeln
eines Programms in jedem zugehorigen ¢-Datentyp giiltig wéren, dieser also ein Modell des Pro-
gramms wire. Wenn ein ¢-Datentyp auflerdem ein in einer gewissen Weise ausgezeichnetes Modell
ist, dann kénnen wir ihn auch auf diese Weise deklarativ definieren.

Der cbn-Datentyp Dpcpy ist tatséchlich ein Modell des Programms P. Wir zeigen sogar noch
allgemeiner, dafl jeder Fixpunkt der cbn-Transformation ein Modell ist:

Lemma 6.5 cbn-Fixpunkte C Modp
Sei A € Inty, opy ein Fixpunkt der cbn-Transformation ® p cp,,. Dann ist 2 ein Modell des Programms
P.

Beweis:

2 ist ein Fixpunkt von ®p cpp.

= (Definition)

Fiir alle Reduktionsregeln f((p)—r € P, allef e (Te,cbn)™ und alle 3 : Var(p)—Te cbn, SO
daB t mit f (p) vermittels § semantisch cbn-gematcht wird, gilt

7O = 1%
<= (Lemma 5.2, S. 79, iiber die Charakterisierung des semantischen cbn-Matchens)
Fiir alle f(") (p)—r € P, allef e (T¢,cbn)™ und alle 8 : Var(p)—T¢ cbn, so daB fiir alle ¢ € [n]
[[Pi]]ilfbn = 1, gilt
7O = 3%

3Mit Hilfe sogenannter order-sorted Signaturen und Algebren ist dies dennoch méglich. Andererseits fithren diese
zu einer groferen Komplexitit und neuen Problemen; siehe 3.3.4 in [Wir90].
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= Fiir alle f("(p)—r € P und alle § : Var(p)—T¢ con gilt
al al al
PP, - Tenl T2 = [1]5%:

= (da [p;]7® = [pila% wegen p; € Te(X))
Fiir alle f(")(p)—r € P und alle 3 : Var(5)—Tc cpn gilt

1 1
[F@)]as = Il
<= A ist ein Modell des Programms P.

O

Diese Aussage ist jedoch nicht verallgemeinerbar. Fiir erzwungene Striktheiten ¢ # cbn gilt nicht
allgemein, dafl die Fixpunkte der ¢-Transformation Modelle sind; es gilt noch nicht einmal Dp, €
Mod P.

Beispiel 6.3 ¢-Fixpunkte € Modp

f(x) — A

f sei erzwungen strikt an seiner einzigen Argumentstelle, d. h. ¢(£) = (tt).
Dann gilt fiir jeden Fixpunkt 2 € Inty; ¢ von ®p, £*(L) = L. Somit ist fiir die Variablenbelegung
B mit f(x) =L

[£(0)]5% = £2(1) = L # A= [A]3%

Also ist 2 kein Modell des Programms. a

Die fehlende Modelleigenschaft der ¢-Datentypen fiir ¢ % cbn ist enttduschend, aber auch leicht
versténdlich. Die erzwungene Striktheit ¢ ist ein Parameter unserer ¢-Semantiken, der vollig un-
abhéngig von einem Programm die Striktheit gewisser Operationen an bestimmten Argument-
stellen erzwingt. Dagegen hiingt die Giiltigkeit und Modelleigenschaft alleine von dem gegebenen
Programm ab.

Wir wollen auch die Umkehrung der Aussage des obigen Lemmas iiberpriifen. Selbstverstdndlich
ist nicht jedes Modell ein Fixpunkt der cbn- oder gar aller ¢-Transformationen. Darum betrachten
wir nur die Modelle, die auch ¢-Interpretationen sind.

Definition 6.5 ¢-Interpretationsmodell

Eine ¢-Interpretation, welche ein Modell des Programms P ist, heifit ¢-Interpretationsmodell
des Programms P. IntModp. := Inty ¢ N Modp ist die Menge der ¢-Interpretationsmodelle des
Programms P. O

Tatséchlich ist jedes cbv-Interpretationsmodell ein Fixpunkt der cbv-Transformation. Auf einen
Beweis wollen wir allerdings verzichten. Dagegen sind fiir beliebige erzwungene Striktheiten ¢ oder
auch nur ¢ = cbn ¢-Interpretationsmodelle nicht immer Fixpunkte der ¢-Transformation:
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Beispiel 6.4 IntModp, ¢ ¢-Fixpunkte

f(A) — A

f sei nicht erzwungen strikt an seiner einzigen Argumentstelle, d. h. ¢(f) = (ff).
2 € Inty ¢ mit £%(L) := £%(A4) := A ist ein Modell des Programms, aber wegen £*(L) # L kein
Fixpunkt von ®p.. O

Der Grund fiir das Fehlen dieser Eigenschaft liegt darin, dafl gem#fl der Definition der ¢-
Transformation in einem Transformationsschritt f®rs(2) (B := 1 gesetzt wird, wenn sich ¢ mit
keiner zu f gehorenden linken Reduktionsregelseite semantisch ¢-matchen 1é8t. In Modellen 2" des
Programms kénnen diese Werte fﬂ/ (f) dagegen beliebig gesetzt sein, zumindestens solange solche
Symbole f nicht auf irgendwelchen rechten Reduktionsregelseiten auftauchen.

In der in Abschnitt 5.2.5 betrachteten alternativen Transformation <I>}37§ erfolgt dieses ,,Setzen auf
1“ nicht. Daher ist tatséchlich jede ¢-Interpretation®, die ein Modell ist, ein Fixpunkt von <I>1"D7§.
Da diese Eigenschaft jedoch von keinem grofien Interesse ist, verfolgen wir sie nicht weiter.

In einem anderen Zusammenhang ist der Begriff des ¢-Interpretationsmodells sehr niitzlich. Die
s-Interpretationen verkérpern das Konzept des Basisdatentyps. Die ¢-Interpretationen sind je-
ne Algebren, die unabhingig von einem konkreten Programm als ¢-Datentypen in Frage kom-
men (wir vernachléssigen hierbei die Hilfsoperationen). Aus Lemma 6.5 wissen wir, dafl der cbn-
Datentyp ein Modell ist. Somit ist der cbn-Datentyp ein cbn-Interpretationsmodell. Es zeigt sich,
dafl wir den cbn-Datentyp mit Hilfe der cbn-Interpretationsmodelle sogar sehr schén charakteri-
sieren konnen: Der cbn-Datentyp Dppy, ist zwar nicht die initiale, aber die kleinste Algebra der
cbn-Interpretationsmodelle IntMod p ¢y,

Fiir den Beweis, der iibrigens dhnlich dem des Fixpunktsatzes von Tarski ist, benotigen wir das
folgende Hilfslemma.

Lemma 6.6 Uber cbn-Interpretationsmodelle
Sei 2 ein cbn-Interpretationsmodell des Programms P. Dann gilt

(I)P,cbn(m) C 2L
Beweis:
Geméf der Definition der cbn-Interpretationen ist fiir alle Konstruktorsymbole G € C

GCDP,cbn(Q[) — GQ[

Seien (™ € F(U H) und £ € (Tc cpn)™ beliebig.
Fall 1: f wird mit der linken Seite einer Reduktionsregel f(p)—r vermittels einer Variablenbelegung
B : Var(p)—T¢ cbn semantisch cbn-gematcht.
Dann ist
®pcbn _ al
Joheb (m)(ﬂ = [[T]]m,gﬁ‘
Da 21 ein Modell des Programms P ist, gilt auch
al al
@ = @15 = 3%
Somit folgt
frren (@) = 1),



6.2. DEKLARATIVE EIGENSCHAFTEN DER ¢-SEMANTIKEN 141

Fall 2: Andernfalls.

Forai) = L2 (),

Lemma 6.7 Dpcpn = Min<A1g§§i,E)(IntModp,Cbn)

Der cbn-Datentyp, also der kleinste Fixpunkt der cbn-Transformation, ist das kleinste cbn-
Interpretationsmodell des Programms P.

Beweis:

Nach Lemma 6.5 ist jeder Fixpunkt von ®pp,, ein cbn-Interpretationsmodell von P. Es bleibt zu
zeigen, daBl Dp.con = | e (Ppebn)(Lebn) das kleinste aller chbn-Interpretationsmodelle von P ist.
Sei 2 € IntMod p¢1,,. Durch vollstdndige Induktion wird gezeigt, da$ fiir alle n € IN

(@pcbn)” (Lebn) E A
n=0: L, EA
n = n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist
(®Pebn)" (Lebn) E 2.
Da die cbn-Transformation geméfi Lemma 5.20, S. 95, monoton ist, gilt
(®pebn)" " (Lebn) C Ppebn ().
Nach Lemma 6.6 iiber cbn-Interpretationsmodelle ist

(I)P,Cbn (9[) C A

Aus den letzten 2 Ungleichungen folgt wie gewiinscht

((I)P,cbn)n+1(J—cbn> C 2L

Da Dppn die kleinste obere Schranke der w-Kette ((®pcbn)™(Lebn))nen ist, folgt
DP,cbn C 2
O

Diese deklarative Charakterisierung ist eine ebenso gute Definition des cbn-Datentyps wie die cbn-
Fixpunktsemantik. Dennoch ist die cbn-Fixpunktsemantik nicht nur aufgrund ihrer anderen Sicht-
weise und der groferen Allgemeinheit (beliebige erzwungene Striktheiten ¢) wertvoll. Die Existenz
eines kleinsten cbn-Interpretationsmodells und somit des cbn-Datentyps ist ndmlich durch die de-
klarative Definition noch nicht garantiert. Ein direkter Beweis der Existenz ist zwar moglich, aber
auch nicht einfacher als die vielen fiir die Wohldefiniertheit der ¢-Fixpunktsemantik bendtigten
(hauptsichlich w-Stetigkeits-) Beweise. Mit Hilfe des konstruktiven Fixpunktsatzes von Tarski ha-
ben wir die Existenz des cbn-Datentyps in der ¢-Fixpunktsemantik sichergestellt.

Wir besitzen nun eine deklarative cbn-Semantik. Fiir die {ibrigen ¢-Semantiken scheint jedoch keine
deklarative Definition zu existieren, da, wie wir gezeigt haben, aufgrund der erzwungenen Striktheit
Fixpunkte einer ¢-Transformation und insbesondere der ¢-Datentyp nicht immer Modelle sind.
Die fehlende Modelleigenschaft ergibt sich aus der Quantifizierung der in den Reduktionsregeln
vorkommenden Variablen iiber alle Elemente des Trégers der Algebra. Verzichtet man bei der
Quantifizierung auf L, so sind alle Fixpunkte aller ¢-Transformationen derartige ,,Modelle**:
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Definition 6.6 Giiltigkeit*, ¢-Interpretationsmodell*
Eine Termersetzungsregel [—r mit [,r € Tx(X) ist in einer ¢-Interpretation 2 € Inty, ¢ genau dann
giiltig*, wenn fiir alle Variablenbelegungen 8 : X —=T¢ ¢ \ {1}

1 1
o = Irlaj
gilt. Eine ¢-Interpretation 2 € Inty ¢ heiit genau dann ¢-Interpretationsmodell* des Pro-

gramms P, wenn alle Reduktionsregeln des Programms P in 2 giiltig* sind.
Die Menge aller ¢-Interpretationsmodelle wird mit IntModp . bezeichnet. O

Lemma 6.8 Charakterisierung des semantischen ¢-Matchens
Sei f(™)(p) € RedSp und 3 : Var(p)—Tec \ {L}. £ € (Tec)™ ist genau dann mit f(5) vermittels 3
semantisch ¢-matchbar, wenn fiir alle i € [n]

1
[[pi]]i_ig =1

Beweis:

=: Folgt direkt aus der Definition 5.5, S. 76, des semantischen ¢-Matchens.

<: Nach Lemma 5.5, S. 80, iiber Variablenbelegungen ohne L gilt fiir alle i € [n]

pil L/ Var(pi)] <t [pi] 1% 5,
d. h.
pilL/Var(p;)] < t;.

Somit ist f auch nicht erwungen strikt fiir £, und nach Definition 5.5, S. 76, des semantischen
¢-Matchens ist £ also mit f(7) vermittels § semantisch ¢-matchbar.

Lemma 6.9 ¢-Fixpunkte C IntMod"I‘,’c
Sei 2 € Inty, ¢ ein Fixpunkt der ¢-Transformation ®p.. Dann ist 2 ein ¢-Interpretationsmodell des
Programms P.

Beweis:

2 ist ein Fixpunkt von ®p_.

= (Definition)
Fiir alle Reduktionsregeln f(™(p)—r € P, alle f € (Tcc)™ und alle § : Var(p)—Tec, so daB
£ mit f(p) vermittels 3 semantisch ¢-gematcht wird, gilt

72O = 1%
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— Fiir alle f(")(p)—r € P, alle £ € (Tec)™ und alle § : Var(p)—Tec\{L}, so daB £ mit f(p)
vermittels § semantisch ¢-gematcht wird, gilt
10 = Iy
<= (Lemma 6.8 iiber die Charakterisierung des semantischen ¢-Matchens)
Fiir alle f(") (5)—r € P, allef € (Tec)™ und alle § : Var(p)—Tec \ {L}, so da8 fiir alle i € [n]
[P, =t gilt
1
O = b,
— Fiir alle f("(p)—r € P und alle §: Var(p)—Tec \ {1} gilt
al al al
PP - Iea] T5) = 155
< (Weil [pi]7 alg [[pz]];lgﬁ wegen p; € Te(X), und weil nach Lemma 5.5, S. 80, iiber Variablen-
belegungen ohne L [pi ilg # 1)

Fiir alle f(") (§)—r € P und alle 3 : Var(5)—Tcc \ {1} gilt
[FPla%s = 735

<= 2 ist ein ¢-Interpretationsmodell* des Programms P.

d

Die Umkehrung, IntModp. C ¢-Fixpunkte, gilt ebenso wie bei den ,normalen® c-
Interpretationsmodellen nicht (siche Beispiel 6.4).

Wenn wir jetzt untersuchen, ob analog zum cbn-Datentyp jeder ¢-Datentyp Dp. das kleinste ¢-
Interpretationsmodell” IntModp . ist, so stellen wir fest, dafl dies nicht der Fall ist.

Beispiel 6.5 Dp # Minajg,,c) (IntMod}y )

f(x) — A
f sei nicht erzwungen strikt an seiner einzigen Argumentstelle, d. h. ¢(f) = (ff).
Dann ist £PP< (L) = £PP<(A) = A. Jedoch ist auch 2 € Inty ¢ mit £4(1) = 1 und £¥(A) = A ein
¢-Interpretationsmodell* des Programms, und es ist %A C Dp,. a

Die Ursache des Fehlens dieser Figenschaft sind die Operationen des ¢-Datentyps, welche nicht-strikt
sind. Daher tritt dieses Problem auch in der cbv-Semantik bei Programmen mit Hilfsfunktionen
auf:

Beispiel 6.6 Dpchy # Min(aig,,C (IntModP cbv)
Sei P ein Programm mit Hllfsfunktlonen mit A € Cy. Dann ist nach Lemma 5.1, S. 78, iiber die
Hilfssymboloperationen
cond, "™ (A, A, 1) = A.
Wir definieren nun 2 € Inty, ¢, durch
condj (A A, 1) = L
L) = fPrev() fiir alle sonstigen £ € (TZ)", f™ € F( U H)
Da Dppy ein cbv-Interpretationsmodell* ist, ist auch 2 ein solches. Dpy, ist nicht das kleinste
cbv-Interpretationsmodell®, weil % T Dp . O
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Der cbv-Datentyp Dpcpy eines Programms mit Pattern ist jedoch tatséchlich das kleinste cbv-
Interpretationsmodell* des Programms.
Analog zu Lemma 6.6 iiber cbn-Interpretationsmodelle beweisen wir erst das folgende Hilfslemma.

Lemma 6.10 Uber cbv-Interpretationsmodelle* von Programmen mit Pattern
Sei P ein Programm mit Pattern. Sei 21 ein cbv-Interpretationsmodell* des Programms P. Dann
gilt

(DP,cbv(m) C 2L

Beweis:
Geméf der Definition der cbv-Interpretationen ist fiir alle Konstruktorsymbole G € C

G(I)P,cbv(m) = G2

Seien (" € F( U H) und £ € (T cpy)" beliebig.

Fall 1: ¢ wird mit der linken Seite einer Reduktionsregel f (p)—r vermittels einer Variablenbelegung
B : Var(p)—T¢ by semantisch cbv-gematcht.

Dann ist

FEPev() (7)) = [[7“]]311,%-

Da P ein Programm mit Pattern ist, ist f kein Verzweigungssymbol und nach Lemma 5.4,
S. 80, iiber semantische cbv-Matchbarkeit ist G(z) # L fiir alle x € Var(p). Da A ein cbv-
Interpretationsmodell* des Programms P ist, folgt somit

FAE = I8 = I3,

Insgesamt gilt also

Jrre (D) = [2(E).

Fall 2: Sonst.

FEPev) () = | g £2().

Lemma 6.11 Dpchy = Min(AlgE,Q(IntMod;,cbv) fiir ein Programm mit Pattern
Sei P ein Programm mit Pattern. Der cbv-Datentyp, also der kleinste Fixpunkt der chv-
Transformation, ist das kleinste cbv-Interpretationsmodell* des Programms P.

Beweis:

Dies folgt unter Verwendung des Lemmas 6.10 iiber cbv-Interpretationsmodelle® von Programmen
mit Pattern vollig analog zum Beweis des Lemmas 6.7, wonach der cbn-Datentyp das kleinste
cbn-Interpretationsmodell des Programms ist. a
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Im wesentlichen haben wir in diesem Abschnitt gezeigt, dafl Fixpunkte der cbn-Transformation
Modelle sind, und dafl die cbn-Semantik als einzige deklarativ definierbar ist, ndmlich durch
Dpcbn = Miny Alg%oL,Q(IntMod P.cbn)- AuBerdem ist fiir Programme mit Pattern der cbv-Datentyp
auch durch Dppbv’ = Mina,,, oy (IntModp ., ) charakterisierbar. Die Definitionen der Giiltigkeit*
und des ¢-Interpretationsmodells® erscheinen jedoch trotz der Ausgezeichnetheit von | als ziemlich
willkiirlich und ausgefallen. Daher kann Dpcpy = Min e, oy (IntModp, ) kaum als deklarative
Definition der cbv-Semantik verstanden werden. Diese Charakerisierung des cbv-Datentyps zusam-
men mit der Tatsache, dal der Rechenbereich der cbv-Semantik eine einfache flache Halbordnung
ist ((Tg, <)), und die Quantifizierung der Variablen der Reduktionsregeln beim Giiltigkeits*-Test
genau iiber T¢ = T4 \ {L} erfolgt, fithrt jedoch zu der Idee, fiir die cbv-Semantik von Program-
men mit Pattern anstelle der geordneten Algebren mit totalen Operationen sogenannte partielle
Algebren zu verwenden.

6.3 Der partielle cbv-Datentyp von Programmen mit Pattern

Wir haben von Beginn an das spezielle Symbol L fiir Undefiniertheit (oder fehlende Information)
verwendet, obwohl der Einsatz partieller Abbildungen eigentlich naheliegender und natiirlicher ist.
Allerdings ist das Ergebnis einer partiellen Abbildung grundsétzlich undefiniert, wenn nur eines der
Argumente undefiniert ist; d.h. partielle Abbildungen sind geméfl unserer fiir Abbildungen iiber
Halbordnungen definierten Bezeichnungsweise prinzipiell strikt. Daher sind Semantiken, die den
Operationssymbolen partielle Operationen zuordnen, nur fiir die cbv-Semantik geeignet. Auflerdem
sind die Programme mit Hilfsfunktionen ausgeschlossen, weil die Operationen der Verzweigungs-
symbole condg an den letzten zwei Argumentstellen prinzipiell nicht-strikt sind.

Im diesem gesamten Abschnitt betrachten wir also nur Programme mit Pattern.

Auf partiellen Algebren beruhende Semantiken algebraischer Spezifikationen werden in
[Broy&Wir82] und in 3.3.2 in [Wir90] betrachtet. Eine umfassende Darstellung der mathemati-
schen Theorie partieller Algebren ist [Bur86].

Diese Theorie erweist sich leider aufgrund der nétigen Unterscheidung von definierten und undefi-
nierten Ausdriicken als komplizierter als die allgemein bekannte und bisher verwendete der totalen
Algebren. Die meisten bekannten Begriffe lassen sich zwar leicht auf partielle Algebren iibertra-
gen, erscheinen dort jedoch haufig in mehreren verschiedenen Varianten. So werden beispielsweise
in der Literatur drei verschiedene Arten von Homomorphismen und dem entsprechend auch drei
verschiedene Arten von initialen partiellen Algebren aufgefiihrt.

Wir fithren jedoch nur wenige, fiir den partiellen cbv-Datentyp wirklich benétigte Begriffe ein.

Definition 6.7 Partielle Operation (vgl. mit Def. der Operation in 2.3)

Ist A eine Menge und n € IN, so heifit eine partielle Abbildung f : A™ - A n-stellige partielle
Operation auf A. Wir verwenden die Bezeichnungen:

Opsh™(A) = {f|f:A"» A}
OpsP™t(4) = | Opst™*(A)
nelN
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Definition 6.8 Partielle Algebra (vgl. mit Def. der Algebra in 2.3)

Sei ¥ eine beliebige Signatur. Eine partielle (3-)Algebra 2 = (A, «) besteht aus einer nicht-
leeren Menge A, dem Triger, und einer Zuweisung o : X—OpsP**(A), die jedem n-stelligen
Operationssymbol f € %, eine n-stellige partielle Operation a(f) € OpsP®*(A) zuweist. Statt a(f)

schreiben wir meistens f2. Algh™" bezeichnet die Klasse aller partiellen 3-Algebren. O

Wir iibertragen einige der bisher fiir totale Algebren definierten Begriffe auf partielle Algebren.
Definition 6.9 Kanonische Halbordnung partieller Algebren

(vgl. mit Def. der kanonischen Halbordnung von Algebren in 2.3)
Sei X eine beliebige Signatur. Sei A eine nicht-leere Menge.

AlgB™ (A) := {2 € Algh™ | A = (4, a), o beliebig}

ist die Menge aller partiellen 3-Algebren des Trigers A.
Die kanonische Halbordnung partieller X-Algebren des Trigers A,

(Algh™(A4),0),
ist definiert durch
AC B < Vge . ¢g* < g¢®
fiir alle 21, B € Algl™ (A). O

Definition 6.10 Algebraische Termsemantik beziiglich einer partiellen Algebra

(vgl. mit Def. 3.10, S. 47, der algebraischen Termsemantik)

Sei A = (A, a) eine partielle ¥-Algebra, Y C X und : Y—A eine Variablenbelegung. Die alge-
braische Termsemantik beziiglich der partiellen Algebra 2/

[13%: T=(Y) » A
ist fiir einen Term ¢ € Tx(Y') induktiv definiert durch
[2135% = B(x)
lo(t, . i)]a% = g ([E]3% - [Ea]a%) - falls [(1]5%, .., [Ea]a% definiert sind.

Andernfalls ist [g(fy, ... ,fn)]]gll’gﬁ undefiniert.

fiir alle z € Y und g™ € .
Bei Termsemantiken von Grundtermen wird 3 meist weggelassen. O

Da wir keinen Homomorphismus fiir partielle Algebren definiert haben und es deren wie erwahnt
drei verschiedene gibt, konnen wir die algebraische Termsemantik beziiglich partieller Algebren
auch nicht als den eindeutig bestimmten Einsetzungshomomorphismus bezeichnen.

Es ist zu beachten, dafl die algebraische Termsemantik beziiglich einer partiellen Algebra eine
partielle Abbildung ist. Eine Variablenbelegung ist jedoch auch hier immer total.
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Definition 6.11 Giiltigkeit, Partielles Modell

(vgl. mit Def. 6.1, S. 133, und auch mit Def. 6.6, S. 142)

Eine Termersetzungsregel [—r mit [, € Tx(X) ist in einer partiellen Algebra % = (A, a) € Alggart
genau dann giiltig, wenn fiir alle Variablenbelegungen §: X —A

entweder [[l]]gllgﬂ und [[T]];Ldgﬁ undefiniert sind

oder [[l]]gll,gﬁ = [[r]]gllgﬁ gilt.

Eine Algebra 2 € Alg2™ heiBt genau dann partielles Modell des Programms P, wenn alle
Reduktionsregeln des Programms P in 2 giiltig sind.
Die Klasse aller partiellen Modelle des Programms P wird mit Mod%"™" bezeichnet. O

Die fiir den Begriff der Giiltigkeit einer Termersetzungsregel definierte Art von Gleichheit heifit
starke Gleichheit (strong equality). In der Literatur findet man noch eine zweite, andere Inter-
pretation der Gleichheit, die existenzielle Gleichheit (existential equality). Hierbei heifit eine

Termersetzungsregel [—r genau dann giiltig in einer partiellen Algebra 2A = (A, a) € Algfz)‘m7 wenn

fiir alle Variablenbelegungen g : X—A [[l]]gtl’gﬁ und [[7“]]311% definiert sind und [[l]]gtl’gﬁ = [[r]]gllfgﬂ ist.

Unsere Wahl der starken Gleichheit 148t sich sehr einfach anhand des schlichten Programms
a — a

begriinden. Bei Verwendung der existenziellen Gleichheit miiite a® in jedem Modell 2 des Pro-
gramms definiert sein. Wir wollen jedoch, daff in dem im weiteren definierten partiellen cbv-
Datentyp die Operation von a undefiniert ist, da das Programm keine Information iiber den
semantischen Wert von a liefert. Bei existenzieller Gleichheit wiirde schon das Erscheinen eines
Funktionssymbols auf einer rechten Programmregelseite zur Definiertheit seiner Operation fiithren.
Ein kleinstes partielles cbv-Interpretationsmodell — wie wir es im weiteren definieren — wiirde bei
existenzieller Gleichheit im allgemeinen nicht existieren.

Spitestens jetzt ist auch eine Bemerkung zur Bedeutung der Gleichheit in unserer Metasprache
angebracht. Wir vergleichen in diesem Abschnitt hiufig die Ergebnisse partieller Abbildungen. a = b
soll implizieren, dafl a und b definierte Ausdriicke sind. Wir verwenden also in der Metasprache die
existenzielle Gleichheit. Die definierende Gleichheit a := b wird nur verwendet, wenn b definiert
ist, und impliziert selbstverstéindlich, dafl auch a definiert ist. Wir geben jedoch die Undefiniertheit
von Ausdriicken auch oft explizit an.

Definition 6.12 Partielle cbv-Interpretation
(vgl. mit Def. 4.3, S. 55, der cbv-Interpretation)
Sei 2 € AlgP™(T¢) eine partielle Algebra mit dem Triger Te. Sei

G() =G

fiir alle G € C, t € (Te)™. Dann heifit 2 partielle cbv-Interpretation Die Menge aller cbv-

Interpretationen bezeichnen wir mit Intg?zfjv.

(Int?™} ) ist die kanonische Halbordnung aller partiellen cbv-Interpretationen entsprechend De-
finition 6.9. O
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Definition 6.13 Partielles cbv-Interpretationsmodell

(vgl. mit Def. 6.5 des ¢-Interpretationsmodells und Def. 6.6 des cbv-Interpretationsmodells®)

2A heifit genau dann partielles cbv-Interpretationsmodell eines Programms mit Pattern,
P, wenn 2 eine partielle cbv-Interpretation und ein partielles Modell des Programms mit Pattern,
P, ist. Wir schreiben IntMod%?égv = Int%%éfw N Mod®™". O

Inspiriert durch die in 6.2 gefundene Charakterisierung des (totalen) cbv-Datentyps, Dpchy =
Min aje,. oy (IntModp o,y ), definieren wir den partiellen cbv-Datentyp.

Definition 6.14 Partieller cbv-Datentyp
Das bezitiglich der kanonischen Ordnung kleinste partielle cbv-Interpretationsmodell von P,

part . part
DP,CbV = Mln<A1g§art ) (IntMOdRva) y

heiflt partieller cbv-Datentyp des Programms mit Pattern, P. O

Diese Definition 148t sich zwar leicht niederschreiben, aber es bleibt die Wohldefiniertheit des par-
tiellen cbv-Datentyps zu zeigen. Wie bei der deklarativen Definition des cbn-Datentyps miissen
wir beweisen, dafl ein kleinstes partielles cbv-Interpretationsmodell iiberhaupt existiert. Ein direk-
ter Beweis wire jedoch aufwendig und wiirde eine weitergehende Beschiftigung mit der Theorie
partieller Algebren erfordern.

Wir untersuchen daher stattdessen zuerst einen anderen Punkt: Jede der gerade angegebenen De-
finitionen ist zwar ihrer jeweils korrespondierenden Definition fiir totale Algebren dhnlich, aber es
stellt sich doch die Frage, ob die Bezeichnung partieller cbv-Datentyp gerechtfertigt ist.

Um die — selbstversténdlich existierende — Beziehung zwischen der totalen und der partiellen cbv-
Semantik eindeutig aufzuzeigen, definieren wir die folgende bijektive Abbildung zwischen totalen
und partiellen cbv-Interpretationen.

Definition 6.15 Die kanonische Abbildung IT
Die kanonische Abbildung zwischen totalen und partiellen cbv-Interpretationen,

. part
I : Intgcbv—&ntz,cbv,

ist definiert durch

g (7) undefiniert , andernfalls
fiir alle g™ € %, £ € (Tc)™ und 2 € Inty by O

Offensichtlich ist II(2) € Int%azgv fir alle 2 € Inty, cpy, und die kanonische Abbildung ist somit
wohldefiniert. II ist sowohl injektiv als auch surjektiv, also eine Bijektion. Die daher existierende
inverse Abbildung IT™! sieht wie folgt aus:

Definition 6.16 Die Inverse der kanonischen Abbildung II
Die Inverse der kanonischen Abbildung II zwischen totalen und partiellen cbv-
Interpretationen,

-1 . part
11 .Intzycbvﬁlntgjcbv,

ist gegeben durch

@) (7 g*(@) , falls £ € (T¢)" und g*(f) definiert
g 7] L , andernfalls

fiir alle g™ € X, t € (Té)” und 2 € Intgazgv. -
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Es ist offensichtlich, daf IT und II™! tatséchlich zueinander invers sind.

Wir benétigen drei Eigenschaften der Abbildung II und I~

Lemma 6.12 FErhalt der Ordnung unter IT und IT~!
Fiir alle 2, % € Inty, o1,y gilt
AC B — II(A) CII(B),

und fiir alle 2, € Int}'yy | gilt
AC B «— I 1(A) T (B).

Beweis: .
Wir zeigen die Giiltigkeit der ersten Aquivalenz.
AC B
> VgeXx. g* <g®
— VYgex. Ve (TH™ ¢*({) < g2(D)
<= (Flache Halbordnung)
Vg € 8. VL € (TH)™. ¢*(£) = L oder L # g%(2) = g% (D)

<= (Striktheit aller Operationen)

Vg e X. vVt e (Te)”. ¢ (%) undefiniert oder
120 (%) und g"(®)(%) definiert und g (z) = ¢"(®) (%)

<= (Definition der Halbordnung partieller Abbildungen)
Vg e ©. gl < 4l1(®)
— II(™A) C II(B)
Die Giiltigkeit der zweiten Aquivalenz folgt analog (oder direkt aus der Surjektivtit von IT). O

Insbesondere sind IT und II~! somit auch monoton (bzw. aus der Monotonie und der Bijektivitit
folgt obere Eigenschaft).

Lemma 6.13 Ubereinstimmung der algebraischen Semantiken
Sei 0 : X—T¢ eine Variablenbelegung und ¢ € Ty, ein Term.
Fiir alle cbv-Interpretationen 2 € Ints; o,y ist entweder

[t ]]alg =1 und [[t]] 5 undefiniert
oder
(1#) I3, = 113

Fiir alle partiellen cbv-Interpretationen 21 € Intpa“rt ist entweder

[[t]]alg undefiniert und [[t]]alg a5 =+

oder

[t15% = [05E s oy 6 (# L)-
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Beweis:

Mit einer strukturellen Induktion iiber ¢t € Ty, folgen unter Verwendung der Definitionen 3.10, S. 47,
der algebraischen Semantik und 6.10 der algebraischen Semantik beziiglich partieller Algebren beide
Aussagen direkt. O

Lemma 6.14 Erhalt der Modelleigenschaft unter IT und IT~!

Es gelten

A € IntMod},,, <= II(%) € IntMod}il},
und

2 € IntModpyy, <= I (%) € IntMod} -
Beweis:

Sei [—7 eine beliebige Reduktionsregel (= Programmregel) des Programms P.
[—rist in 2 € IntModp,,, giiltig.

<= (Definition 6.6, S. 142, des cbv-Interpretationsmodells*)

A € Ity ey, V8 : X—TE\ {L}. [035 = [113%

1 1 1
<= A € Inty gy, VO : X—>Té \ {L}. entweder [[l]]g[gﬁ =[r ]]gl‘% = | oder Mmﬁ = [r ]]ag
<= (Lemma 6.13 der Ubereinstimmung der algebraischen Termsemantiken)

ar al al .
II(A) € Int%,cgv, VB : X—TE\ {L}. entweder [] %91) 5 und [[THH%QI),Q undefiniert

1
oder [[l]]%(gQI [[7“]]H(QI
<= (Definition 6.11 der Giiltigkeit in partiellen Algebren)
[—r ist in TI(A) € IntModI;DaZEV giiltig.

Die zweite Aussage folgt analog bzw. aus der Surjektivitat von II. a

Mit diesen drei Eigenschaften kénnen wir nun die folgende fundamentale Beziehung zwischen der
totalen und der partiellen cbv-Semantik beweisen:

Lemma 6.15 Ubereinstimmung der cbv-Datentypen

Es ist
t
DpP?g‘bV = H(DP7CbV)
und
Dpeby = 117 (Dpiy)-
Beweis:

Nach Lemma 6.14 iiber den Erhalt der Modelleigenschaft unter I und II7! ist II(Dpepy) €
t

Imt1\/[0d1pf‘;bV

Sei A € Intl\/[odpart beliebig. Nach Lemma 6.14 ist II"* () € IntMod}_y,,. Da nach Lemma 6.11,

S. 144, Dpcpy das klelnste cbv-Interpretationsmodell* ist, gilt

Dp ey T I HAA).
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Mit der Monotonie von IT und II~! gem#f Lemma 6.12 folgt
H(DP,cbv) C H(Hil(m)) =

Da 2 beliebig ist, ist II(Dpcpy) das kleinste partielle cbv-Interpretationsmodell von P, und somit
ist geméaf Definition 6.14 des partiellen cbv-Datentyps

t
D%?gbv = H(DP,cbv)
Die zweite Gleichung folgt analog bzw. aus der Surjektivitéit von II. O

Hiermit haben wir die Berechtigung der Bezeichnung von D% als partiellen chv-Datentyp ge-

zeigt, und auferdem dessen Wohldefiniertheit bewiesen. Die Existenz von Dp .,y ist aufgrund der
Wohldefiniertheit der cbv-Fixpunktsemantik bekannt, und somit existiert auch D%agfw =II(Dpcby)-
Insgesamt stellen wir also fest, dafl nicht nur die cbn-Semantik, sondern auch die cbv-Semantik de-
klarativ definierbar ist. Wie wir sehen, ist die Wahl der zugrundeliegenden mathematischen Struk-
tur von entscheidender Bedeutung. Bei der cbn-Semantik sind es die geordneten totalen Algebren,
wihrend zu der cbv-Semantik die auch intuitiv natiirlicheren partiellen Algebren am besten passen.

BEMERKUNG 6.1: Verzweigungskontrollstrukturen

Alle Aussagen dieses Abschnitts 6.3 betreffen nur Programme mit Pattern. Es ist aber durchaus
moglich, fiir Programme, die &hnliche Verzweigungskontrollstrukturen wie die Verzweigungssymbole
condg der Programme mit Hilfsfunktionen besitzen, eine cbv-Semantik auf der Grundlage partieller
Algebren zu definieren. Hierbei diirfen die Verzweigungssymbole nur nicht mehr Teil der Signatur
> sein, und ihre Semantik muf} vollig getrennt von der Semantik der Signatursymbole betrachtet
werden.

Beispielsweise konnten sogenannte ,,Guards®, wie sie in Miranda und Haskell existieren, definiert
werden:

f(plv"'7pn) - tlv ifG1<31)
ta, ifg,(s2)

tm, otherwise

Nur t1,...,tm und s1,..., S,m—1 sind Terme, wihrend die gesamte rechte Seite ein semantisch ge-
trennt von diesen zu betrachtendes Konstrukt ist.

Diese ,,Guards* vereinfachen die Programmierung. Sie erhchen keinesfalls die Berechnungsstérke der
Programme, da sich Programme mit ,, Guards®“ leicht in Programme mit Pattern mit zusétzlichen
Funktionssymbolen iibersetzen lieflen (vgl. 7.2).

In [Broy&Wir83] werden partielle Algebren sogar fiir nicht-strikte Semantiken verwendet. Dies
geschieht aber auch erst vermittels eines Umwegs iiber totale Algebren, die dann auf partielle
Algebren abgebildet werden. a

BEMERKUNG 6.2: Totale Homomorphismen und Definiertheitspradikate

Wir haben partielle cbv-Interpretationen zusammen mit einer kanonischen Halbordnung definiert,
um mit deren Hilfe den partiellen cbv-Datentypen D%asgv festzulegen. Dies geschah so, um eine
Analogie zu unserem Vorgehen bei totalen Algebren zu schaffen. Es entspricht jedoch nicht der

iiblichen, in Abschnitt 3.2.2 in [Wir90] beschriebenen Methode.
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e Wie schon erwihnt, kennt man mehrere verschiedene Homomorphismen fiir partielle Algebren.
Durch die Verwendung des sogenannten totalen Homomorphismus partieller Algebren
wird die kanonische Halbordnung partieller cbv-Interpretationen, und damit Halbordnungen
generell, iiberfliissig. Sind 2 und 9B partielle Algebren, so heifit eine totale Abbildung h : A—B
genau dann totaler Homomorphismus von 2 nach 8, wenn fiir alle ¢ € Sund ay,...,a, € A
gilt:

g*(ai,...,a,) definiert = g¢®(h(a1),...,h(a,)) definiert und
h(g*(a1,...,an)) = g®(h(a1),. .., h(an)).

Der partielle chv-Datentyp D% - des Programms ist schlicht das initiale partielle Modell aller
partiellen cbv—Interpretationsfnodelle des Programms. Im Prinzip wird hier die Halbordnung
nur in den Homomorphismus verlagert. Es bleibt das Problem, zu beweisen, daf dieses initiale
partielle Modell auch existiert.

e Statt durch die Definition von partiellen cbv-Interpretationen den gewiinschten Trager T¢
und die Konstruktoroperationen festzulegen, wird ein Definiertheitspriadikat eingefiihrt. Die-
ses Definiertheitspriadikat D legt fest, dafl die Semantik bestimmter Terme definiert sein
muf}: D(¢) ist genau dann in einer partiellen Algebra 2 giiltig, wenn [[t]];lgﬂ fiir alle 5 : X—A
definiert ist. Zu den Reduktionsregeln werden die Definiertheitsformeln D(G(z1, ..., x,)) fiir
alle Konstruktorsymbole G € C hinzugenommen. In der initialen partiellen Algebra aller
partiellen Modelle sind nun einerseits die semantischen Werte aller Konstruktorgrundterme
paarweise verschieden, andererseits existieren im Triger auch keine nicht durch einen Kon-
struktorterm denotierten Elemente. Auch die Konstruktoroperationen sind direkt passend
festgelegt. Die initiale partielle Algebra aller partiellen Modelle eines um Definiertheitsformeln
erweiterten Programmes ist isomorph zu der gerade genannten initialen partiellen Algebra aller
cbv-Interpretationsmodelle.

Waihrend das Prinzip des initialen cbv-Interpretationsmodells beziiglich totaler Homomorphismen
unabhéngig von der Verwendung eines Definiertheitspridikats ist, ist die umgekehrte Unabhéingig-
keit nicht gegeben. Die Definition einer Halbordnung von partiellen Algebren setzt einen vorgege-
benen, festen Trager voraus (vgl. Def. 6.9).

Da fiir totale Algebren kein Analogon zum totalen Homomorphismus partieller Algebren existiert,
lassen sich die hier beschriebenen Methoden bei diesen nicht anwenden. O



Kapitel 7

Sequentialitat

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Ausdrucks- bzw. Berechnungsstirke unserer Pro-
grammiersprachen, d. h. der Programme mit Pattern und der Programme mit Hilfsfunktionen zu-
sammen mit den ¢-Semantiken.

Zuerst werfen wir in 7.1 einen Blick auf die verschiedenen Vergleichsmoglichkeiten.

Eine von diesen untersuchen wir dann in 7.2 genauer: In Anbetracht der Tatsache, dafl wir einerseits
Programme mit Pattern und andererseits Programme mit Hilfsfunktionen definiert haben, stellt sich
die Frage, ob beide Programmarten in Verbindung mit den ¢-Semantiken gleich ausdrucksstark sind,
und ob sich Programme der einen Art in Programme der anderen Art effektiv semantikerhaltend
iibersetzen lassen. Dabei stellen wir fest, daf§ Programme mit Pattern echt ausdrucksstirker als
Programme mit Hilfsfunktionen sind.

In 7.3 beweisen wir diese Aussage formal mit Hilfe der semantischen Eigenschaft der Sequentialitit.
Da die Sequentialitit eine fundamentale Eigenschaft im Bereich funktionaler Programmiersprachen
und dem Kalkiil der Termersetzungssysteme ist, betrachten wir sie in 7.4 noch néher. Sie stellt
exakt das Scheidekriterium zwischen den Ausdrucksstidrken der Programme mit Pattern und der
mit Hilfsfunktionen dar. Auch liefert sie Anregungen fiir effiziente ¢-Reduktionsstrategien.

7.1 Berechnungsstirke unserer Programmiersprachen

Da, wie wir schon in der Einleitung anmerkten, alle in einer funktionalen Programmiersprache
spezifizierbaren Abbildungen auch berechenbar sind (mit gewissen Einschrinkungen beziiglich der
partiellen und der unendlichen Konstruktorterme), sind die Begriffe Ausdruckstirke und Berech-
nungsstéirke in diesem Rahmen austauschbar.

Wollen wir die absolute Berechungsstirke unserer Programmiersprachen bestimmen, so miissen wir
feststellen, dafl diesbeziiglich durchaus unterschiedliche Definitionen existieren.

In der klassischen Berechenbarkeitstheorie werden nur berechenbare (rekursive) Abbildungen
iiber den natiirlichen Zahlen und iiber der Halbgruppe der Wérter (Zeichenketten) betrachtet
([Hermes78]). Wenn wir die natiirlichen Zahlen durch die Konstruktorsymbole Zero und Succ
aufbauen, so kénnen wir alle berechenbaren Abbildungen iiber den natiirlichen Zahlen spezifizie-
ren, denn in unseren Programmiersprachen sind Nachfolgerbildung(SuccP?<), Projektion (Pattern
oder Selektion selg?< ), Konstantenbildung, primitive Rekursion und Minimalisierung spezifizierbar.
Ebenso lassen sich offensichtlich alle berechenbaren Abbildungen iiber Wortern spezifizieren (vgl.
[Daug9)).
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In [Hup78] wird der Formalismus der rekursiven Abbildungen auf beliebige initiale Algebren iiber-
tragen. Auch hier ist leicht erkennbar, dafl in unseren Programmiersprachen alle in diesem Sinne
rekursiven Abbildungen iiber T¢ spezifizierbar sind.

In [Ber&Tu80] und 2.4 und 4.2 in [Wir90] werden sogenannte berechenbare Datentypen, d.h. Al-
gebren, deren Operationen alle berechenbar sind, definiert. Mit unseren Programmiersprachen sind
nicht alle in diesem Sinne berechenbaren konstruktorbasierten Datentypen spezifizierbar. Immerhin
existiert jedoch zu jedem berechenbaren Datentyp 2 ein ¢-Datentyp Dp., so dafl Dp. 2 enthélt,
d.h. nur mehr Operationen besitzt aber ansonsten 2l gleicht. So ist eine Quadrierungsabbildung
iiber den natiirlichen Zahlen nicht ohne Verwendung einer anderen Abbildung, beispielsweise der
Addition, definierbar (siche Theorem 4.2.4 in [Wir90]).

Interessant wire noch ein absoluter Berechenbarkeitsbegriff, der auch die partiellen und unendlichen
Konstruktorterme umfassen und dabei moglicherweise auch die Halbordnung des Rechenbereichs
mit einbeziehen wiirde.

Die obigen Aussagen iiber die absolute Berechungsstirke gelten fiir Programme mit Pattern und
fiir Programme mit Hilfsfunktionen zusammen mit beliebigen ¢-Semantiken.

Eine andere Untersuchungsmoglichkeit ist ein direkter Vergleich zwischen den ¢-Semantiken, d. h.
den verschiedenen erzwungenen Striktheiten ¢. Hierbei ist insbesondere von Interesse, ob es ein
effektives Verfahren zur Ubersetzung eines Programms P in ein Programm P’ gibt, so da8 der
¢’-Datentyp von P’ mit dem ¢-Datentyp von P iibereinstimmt. Aufgrund der unterschiedlichen
Rechenbereiche werden die Operationen dabei nur iiber T¢ verglichen, und aulerdem wird bei der
Konstruktion von P’ die Erweiterung der Signatur um zusitzliche Operationssymbole zugelassen.
In [Noll95] werden in einem unseren Programmiersprachen dhnlichem Rahmen derartige Uberset-
zungsverfahren angegeben.

Mit einem anderen Vergleich beschéftigen wir uns eingehender. Da wir zwei unterschiedliche Arten
von Programmen definiert haben, vergleichen wir deren Ausdrucksstéirke und priifen die gegenseitige
semantikerhaltende Ubersetzbarkeit der Programme.

7.2 Gegenseitige Ubersetzbarkeit der Programme

Prézise formuliert priifen wir, ob ein Programm mit Hilfsfunktionen (mit Pattern), P, iiber der
Programmsignatur ¥ = (C, H, F) (X = (C,F)) in ein Programm mit Pattern (mit Hilfsfunktionen),
P iiber ¥ = (C,FUF') (¥ = (C,H,F U F)) effektiv iibersetzbar ist, so daBl mit ¢'(g) = ¢(g) fiir
alle g e X NY fiir alle f € F fPrs = fPr¢ gilt. Wir lassen also die Erweiterung um zusitzliche
Funktionssymbole zu. Da die erzwungene Striktheit (fiir die gemeinsamen Operationssymbole) fest
ist, konnen wir die Operationen iiber dem gesamten Rechenbereich T¢ ¢ vergleichen.

Die semantikerhaltende Ubersetzung von Programmen mit Hilfsfunktionen in Programme mit Pat-
tern ist trivial, da die assoziierten Termersetzungssysteme von Programmen mit Hilfsfunktionen
praktisch Programme mit Pattern sind. Ist P ein Programm mit Hilfsfunktionen iiber ¥ = (C, H, F),
so erfiillt P’ := P iiber ¥ = (C,F U 'H) obige Bedingung.

Eine weitere natiirliche Forderung ist hierbei jedoch noch nicht erfiillt. Ist die erzwungene Striktheit
¢ = cbn, so soll auch ¢’ = cbn sein, und wenn ¢ = cbv, dann soll ¢’ = cbv sein. Letztere Bedingung
ist problematisch, da die Verzweigungssymbole an den jeweils letzten zwei Argumentstellen auch in
der cbv-Semantik nicht-strikt sind, wiahrend die Funktionssymbole dann alle erzwungen strikt sein
miissen.
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Es ist jedoch moglich, auf die Verzweigungssymbole zu verzichten, indem fiir jedes Vorkommen eines
Verzweigungssymbols ein neues (an allen Stellen erzwungen striktes) Funktionssymbol eingefiihrt
wird.

Beispiel 7.1 Programm mit Hilfsfunktionen ~» Programm mit Pattern

add(x,y) — condgucc(y, Succ(add(x, selgycc,1(y))), x)

wird iibersetzt in

add(x,y) —  new(y,x,y)
new(Succ(y’),x,y) — Succ(add(x, selgycc1(y)))
new(Zero,x,y) — X

d

Das mit obigem Beispiel angedeutete Verfahren liefle sich selbstversténdlich noch optimieren. Wir
verzichten jedoch iiberhaupt auf eine Definition des Ubersetzungsverfahrens und einen Beweis seiner
Korrektheit. Stattdessen wenden wir uns der umgekehrten, weitaus wichtigeren Ubersetzungsrich-
tung zu.

Wie schon zur Motivation der Definition der Programme mit Hilfsfunktionen erwéhnt, ist Pattern-
matching zwar intuitiv eingéngig und ermoglicht einfachere Spezifikationen, aber es ist auch schwer
direkt implementierbar. Dagegen ist die Reduktion durch eine Regel, auf deren linker Seite sich nur
Variablen befinden, relativ leicht implementierbar. Die Reduktionen fiir die Hilfssymbole werden
nicht vermittels der ihnen zugeordneten Reduktionsregeln durchgefiihrt, sondern direkt implemen-
tiert. Dieses Verfahren wird auch bei modernen funktionalen Programmiersprachen verwendet. Aus
den zu einem Funktionssymbol gehorenden Pattern wird ein sogenannter Matching-Tree generiert
(Kapitel 8 in [Fie&Har88|, 5 in [Huet&Lévy79] und [Lav87]), in dem die zu einem bestimmten
Funktionsaufruf passende Gleichung ausgewihlt wird. Dies ist im Prinzip eine Ubersetzung von
Programmen mit Pattern in Programme mit Hilfsfunktionen.

Wie jedoch auch schon erwihnt, ist das Patternmatching in den verbreiteten funktionalen Pro-
grammiersprachen anders definiert als in unseren Programmiersprachen. In den meisten werden
die linken Gleichungsseiten eines Funktionssymbols von oben nach unten getestet und die erste
passende gewihlt. Auflerdem erfolgt die (teilweise) Auswertung der Argumente immer von links
nach rechts.

Beispiel 7.2 Patternmatching in verbreiteten funktionalen Programmiersprachen

f(A,B) = A
f(x,y) = B
undef = undef

sei ein funktionales Programm in einer nicht-strikten Sprache wie Miranda oder Haskell.
Da immer die erste passende Gleichung verwendet wird, gilt

f(A,B) —— A.

cbn

Es gilt
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f(B,undef) —— B,
cbn

da das 1. Argument B nicht zum Pattern A der ersten Gleichung pafit, aber die zweite Gleichung
anwendbar ist.

Der Term £ (B,undef) demonstriert auch, von welcher Bedeutung die Richtung des Patternmat-
chings von links nach rechts ist. Wiirde das Patternmatching von rechts nach links durchgefiihrt
werden, wiirde zuerst versucht werden, undef mit B zu matchen. Dafiir miifite undef ausgewertet
werden. Da diese Reduktion nicht terminiert, wiirde die Berechnung des Gesamtterms f (B,undef)
nie terminieren. Genau dies geschieht hier bei dem Term £ (undef,A):

f(undef,A) —— f(undef,A) — ...
- cbn — cbn

d

Offensichtlich sind bei einer derartigen Semantik des Patternmatchings Programme mit Pattern
leicht semantikerhaltend in Programme mit Hilfsfunktionen iibersetzbar. Diese Leichtigkeit der
Implementierung wird aber mit einer weitaus komplizierteren denotationellen oder gar deklarati-
ven Semantik erkauft. In [Tho89] und [Tho94] wird ein Verfahren zur Verifikation von Miranda-
Programmen durch eine Ubersetzung dieser in eine Gleichungslogik und Verwendung eines allgemei-
nen Theorembeweisers entwickelt. Es zeigt sich dort, daf die Ubersetzung fiir das Pattermatching
duflerst komplex ist.

Unser einfaches semantisches cbn-Matchen ist dagegen weitaus intuitiver und, wie wir in Kapitel
6 gesehen haben, leicht deklarativ definierbar. Dafiir ist bei unseren ¢-Semantiken die Uberset-
zung von Programmen mit Pattern in Programme mit Hilfsfunktionen im allgemeinen nicht mehr
moglich:

Beispiel 7.3 Paralleles And (vgl. Bsp. 4.7, S. 67)
andPP.ebn 1 False True

1 1 False 1
False False False False

and (False,x) — False
and(x,False) — False

and(True,True) — True
True 1 False True

Dieses Programm mit Pattern ist nicht in ein dquivalentes Programm mit Hilfsfunktionen iiber-
setzbar, da mit Hilfe der Verzweigungssymbole die zwei Argumente von and nur nacheinander mit
True und False verglichen werden kénnen:

andj (x,y) — condgaise(x,False,condrpaise (y,False,True))

oder
ands (x,y) — condraise(y,False,condraise (x,False,True))

Dies bedeutet aber

andlppl’cbn (L,False) = 1,
andQDPQ’Cbn (False, 1) = L
wogegen
andPP<bn (1 False) = False,
andPPebn (False, |) = False.
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Auf den ersten Blick scheint es, als konnte dieses Problem durch das Verbieten iiberlappender linker
Programmregelseiten beseitigt werden. Berrys Beispiel zeigt jedoch, dafl dem keinesfalls so ist:

Beispiel 7.4 Berrys Beispiel (S. 280 in [Ber&Cur82], S. 188 in [Fie&Har88], [Lav87])

f(x,A,B) — C
f(B,x,A) — D
f(A,B,x) — E

Weder

f1(x,y,2) — condy;p(x,...)
noch

fo(x,y,2) — condA/B(y,...)
noch

fa(x,y,z) — condA/B(z,. .2

stellen Ansitze fiir eine semantikerhaltende Ubersetzung dar, da

D cbn
£,70"(L,AB) = L, aber fPrem(l,AB) = C
f2DP2’CbII(B,L,A) — 7 aber fDP,cbn(B7L’A) =
D
£50"(AB, L) = L ,aber fPrem(AB 1) =
ist. -

Wir haben in beiden Beispielen die cbn-Semantik verwendet. Tatséichlich existiert das darge-
stellte Problem in der cbv-Semantik nicht. Dort werden bekanntlich — wie auch aus der li-
Reduktionssemantik direkt ersichtlich — vor dem ., Funktionsaufruf“ die Funktionsargumente
vollstdndig ausgewertet. Somit kénnen die Konstruktortests in einer beliebigen Reihenfolge erfol-
gen. Fiir die cbv-Semantik lassen sich Programme mit Pattern also offensichtlich semantikerhaltend
in Programme mit Hilfsfunktionen iibersetzen.

Fiir alle anderen erzwungenen Striktheiten ¢ sind jedoch leicht zu den obigen Beispielprogrammen
analoge Programme konstruierbar.

Die bisherige Argumentation fiir die Unméglichkeit einer Ubersetzung ist zwar intuitiv einleuchtend,
aber stellt noch keinen formalen Beweis dar. Diesen fithren wir im folgenden Abschnitt.

7.3 Sequentialitit
In Programmen mit Hilfsfunktionen kénnen die Argumente einer Funktion nur nacheinander auf

ihre Konstruktorsymbolkomponenten getestet werden. Dies fiihrt dazu, dafl alle durch Programme
mit Hilfsfunktionen spezifizierten Operationen in einem gewissen Sinne sequentiell sind.
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Definition 7.1 Sequentielle Abbildung
Sei ¢ : (Teg)"—Te ¢ mit n € IN eine monotone Abbildung. ¢ heifit genau dann sequentiell, wenn

Vi€ (Tee)™ (Oce(L,f) =0V
V' € Oce(L, ¢(f)). Fu € Occ(L, 7).
¥ > L (o) /i £ L = t/u# L)
).

Hierbei heifit u Sequentialititsindex von ¢ fiir £ beziiglich u’. Tst fiir ein £ € (T¢¢)™ die in den
duBleren Klammern stehende Teilformel erfiillt, so heifit ¢ sequentiell fiir L O

Diese Definition ist eine Adaption der in [Ber&Cur82] fiir sogenannte concrete domains angegebenen
Definition 3.4.1., die dort jedoch nicht weiter verwendet wird. Sie geht auf [Kahn&Plot78] zuriick.
Lax formuliert ist eine Abbildung ¢ fiir ein Argumenttupel £ genau dann sequenticll, wenn zu
jedem 1 des Ergebnisses <p@ ein | im Argumenttupel existiert, welches erst verschwinden muf3,
bevor dieses | im Ergebnis verschwinden kann. Es wird also an einer ganz bestimmten Stelle in
den Argumenten zuséitzliche Information bendtigt, damit das Ergebnis an einer gegebenen Stelle
zusétzliche Information liefern kann.

Wir veranschaulichen dies mit Hilfe mehrerer Beispiele:

Beispiel 7.5 Striktes And (vgl. Bsp. 3.2, S. 39)

andPPebn | |  False True

and (True,x) — X

1 1 1 1
and (y,True) -y

False 1 False False
and(False,False) — False

True 1 False True

1. £:= (L, 1), andPPetn(f) = L, Occ(L,andPrebn(f)) = {}.

Sowohl u := 1 als auch u := 2 sind Sequentialititsindexe von andPP.ebn fiir (L, 1) beziiglich
u' = ¢, denn fiir alle ¢/ > £ folgt aus andPPeon(f) /e = andPPevn(t) # L, daB auch t//u =
L1/ # L sein muB.

Also ist andPPebn sequentiell fiir .

2. {:= (True, 1), andPPen(f) = 1, Occ(L,andPPeen(f)) = {e}.
u := 2 ist der Sequentialititsindex von andPPebn fiir (True, ) beziiglich v’ := ¢, denn fiir alle
t' > t folgt aus andPP.cbn (D/E = andPP.bn (Z) # 1, daBl auch t//u =ty # L sein mu8B.

Also ist andPPebn sequentiell fiir .

3. £ := (L, True). Die Sequentialitit von andPP<bn fiir { folgt analog zu 2.

Fiir alle anderen f € (Tg‘,l)z ist Occ(L,t) = 0.
Somit ist das strikte And andPP<bn sequentiell. a
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Beispiel 7.6 Paralleles And (vgl. Bsp. 7.3)

andPP.cbn 1 False True
and(False,x) — False n T ol T
alse
and(x,False) — False
False False False False
and(True,True) — True
True 1 False True

Das parallele And andPP.cbn ist nicht sequentiell:

andPPevn besitzt fiir £ := (L, L) beziiglich u' := ¢ € Occ(L,andPPe>n(£)) = Occ(L, 1) keinen
Sequentialitdtsindex.

u =1 € Occ(L, 1) ist kein Sequentialititsindex hierfiir, da fiir = (1,False) > ¢t

andPPebn (i;)/u' = False/c = False # L,

aber trotzdem
t'/Ju=(L,False)/1 = L.

u =2 € Occ(L, ) ist kein Sequentialititsindex hierfiir, da fiir = (False, L) >t
andPPebn (E)/u’ = False/e = False # L,

aber trotzdem
t'/u = (False, 1)/2 = 1.

Beispiel 7.7 Berrys Beispiel (vgl. Bsp. 7.4)

f(x,A,B) — C
f(B,x,A) — D
f(A,B,x) — E

Die Operation fPPebn ist nicht sequentiell:
fPPebn (L | 1) =1
£PPebn besitzt fiir £ := (L, L, L) beziiglich u' := & € Occ(L, £PPebn (L, 1 1)) keinen Sequentia-
litatsindex.
u=1 € Occ(L, 1) ist kein Sequentialititsindex hierfiir, da fiir ¢’ := (1,A,B) > ¢

£PPen (¢) i = Cle = C# L,

aber trotzdem
t'/u=(L,AB)/1= 1.

Entsprechend sind die iibrigen ,, L-Stellen* 2 und 3 keine Sequentialitiitsindexe von £PP.cbn fiir
(L, L, 1) beziiglich e. 0
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Offensichtlich sind durch Programme mit Pattern auch nicht-sequentielle Operationen spezifizier-
bar. Dagegen sind alle durch Programme mit Hilfsfunktionen spezifizierbaren Operationen sequen-
tiell.

Dies beweisen wir im folgenden durch eine Reihe von Lemmata. Im wesentlichen zeigen wir, dafl
alle Operationen der kleinsten ¢-Interpretation 1. sequentiell sind, dafl bei Anwendung der Trans-
formation ®p. eines Programms mit Hilfsfunktionen, P, wiederum nur sequentielle Operationen
entstehen, und dafl die Sequentialitidt bei Bildung der kleinsten oberen Schranke erhalten bleibt.

Lemma 7.1 Sequentialitit der Projektionen
Sei n € IN und ¢ € [n]. Die Projektion

in: (Teg)"—Teg,

die durch
Hi,n(tla conytn) =1t
definiert ist, ist sequentiell.

Beweis:

Die Projektion II;;, ist monoton.

Sei t € (Tec)™ mit Occ(L,£) # 0. Sei v’ € Oce(L,;,(f)) = Occ(L,t;). Dann ist u := i.u' ein
Sequentialititsindex von II; ,, fiir £ beziiglich u’. O

Lemma 7.2 Sequentialitit der Komposition sequentieller Abbildungen
Seien m,n € IN und ¢ : (Te¢)"—Tcc und ¢1,...,¢0m : (Teg)"—Te ¢ sequentielle Abbildungen.
Dann ist ¢ := @ o (¢1,...,¢m) : (Tec)"—Te ¢ eine sequentielle Abbildung.

Beweis:
¢ ist monoton, denn ist ¢/ > £ € (Tec)", so ist (p1(t), .., om(t)) > (p1(2), - .., om(D)), und damit

W(t) = (D).
Sei £ € (Tec)™ mit Oce(L,Z) # 0 und o' € Oce(L,9(£)) = Oce(L, o(p1(D), - -, om(D))).

Fall 1: Occ(L, (p1(@),- .., om(D)) =
Dann existiert kein ¢/ € (Te,g)™ mit " 1> (01(D), ..., om(f)). Wegen der Monotonie von ¢ ist
damit fiir alle ¢/ > £

() = plert),.... om(t)) = v(D).

Also ist auch () /v’ = ¢(f)/u/ = L fiir alle £ > £. Somit ist jede Stelle u € Occ(L, %) ein
Sequentialitéitsindex von 1 fiir £ beziiglich u'.

Fall 2: Sonst.

Da ¢ sequentiell ist, existiert ein Sequentialitéitsindex v =11 € Oce(L, (p1(2),...,om@)))
von ¢ fiir (p1(2),. .. ,cpm(ﬁ)) beziiglich v/ mit ¢ € [m], d. h.:

Ve (01D om(D). () u # L = /o # 1),
Aufgrund der Monotonie der 1, ..., @, gilt damit insbesondere

Vi1 ()i # L = i) # L),
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Esist v’ € Occ(L, ¢;(f)). Da ¢; sequentiell ist, existiert ein Sequentialitiitsindex u € Occ(L, f)
von ¢; fiir £ beziiglich v/, d. h.

0> (o)) # L = U/u+ 1)

Insgesamt folgt dann .
ViRt (W)W £ L = fu#t L)

u ist somit ein Sequentialitiitsindex von v fiir £ beziiglich u’.

Definition 7.2 Sequentielle ¢-Interpretation
Eine ¢-Interpretation 2 € Inty ¢, deren Operationen g* fiir alle g € X sequentiell sind, heifit
sequentiell. a

Lemma 7.3 Erhalt der Sequentialitit bei erzwungener Striktheit
Sein € IN, ¢ : (Tec)"—Tcc eine sequentielle Abbildung und b € IB" ein bool’scher Vektor. Sei
Y : (Teg)"—Te¢ definiert durch

w(D) = 1L, fallsein i € [n] mit t; = L und b; = tt existiert
71 e(f) , anderfalls

Dann ist ¢ ebenfalls sequentiell.
Beweis:
Sei £ € (Tec)"
Fall 1: Es existiert ein ¢ € [n] mit ¢; = L und b; = tt.
Also ist Oce(L,f) # 0. Es ist Occ(L, ¢(f)) = Occ(L, L) = {e}. Da fiir alle ' > mit E/z =1
auch ¥ (') /e = ¢(t') = L ist, ist u := i ein Sequentialitiitsindex von 1 fiir £ beziiglich u’.
Fall 2: Sonst.

Es ist ¢(f) = o(£), und auch fiir alle > { gilt w(f) = go(f) Da ¢ sequentiell fiir £ ist, ist
somit auch ¢ sequentiell fiir .

Lemma 7.4 Sequentialitit der Konstruktoroperationen
Sei 2 eine ¢-Interpretation. Dann sind die Konstruktoroperationen G* fiir alle G € C sequentiell.

Beweis:
Sei g : (Tec)"—Te¢ definiert durch

@G(zla cee ’tn) = G(il’ s 7§n)

fiir G € C.

p¢ ist sequentiell, denn:
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Sei £ € (Te )™ mit Oce(L,£) # 0 und o' € Oce(L, pg(f)) = Oce( L, G(ty,. .., t,)). Somit ist u' # e.
Es gilt G(t;,...,t,)/u = t'/u’ fiir alle ¢ € (Tec)™. Also ist u := v ein Sequentialititsindex von
o fiir t beziiglich u’.

Fiir G* gilt nun

GM(E) = 1, fallsein i € [n] mit {; = L und ¢(G)(7) = tt existiert
Y71 @@ ,andernfalls

Gemif Lemma, 7.3 iiber den Erhalt der Sequentialitit bei erzwungener Striktheit ist G* sequentiell.
O

Lemma 7.5 Sequentialitit der iiberall undefinierten Abbildung
Jede iiberall undefinierte Abbildung ¢ : (Tec)"—Tec, d.h. p(f) = L fiir alle t € (Tec)” bzw.
= J‘([(Tc,g)"—ﬁc,dd)’ ist sequentiell.

Beweis:
Sei t € (Tec)™ mit Oce(L,£) # 0. Es gibt nur v’ := ¢ € Occ(L,¢(f)). Da ¢(t/)/e = L fiir alle
t' € (Tec), ist jede Stelle u € Occ(L, %) ein Sequentialitiitsindex von ¢ fiir £ beziiglich u'. 0

Korollar 7.6 Sequentialitit der kleinsten ¢-Interpretation
Die kleinste ¢-Interpretation L. ist sequentiell.

Beweis:
Folgt direkt aus Lemma 7.4 und Lemma 7.5. a

Lemma 7.7 Sequentialitit einer abgeleiteten Operation beziiglich einer
sequentiellen ¢-Interpretation

Sei 2 € Inty ¢ eine sequentielle ¢-Interpretation, {z1,...,z,} € X eine endliche Variablenmenge

und t € Tg({xl, R ,a:n})

Dann ist die abgeleitete Operation ¢ : (T¢¢)"—T¢ ¢, definiert durch

o(f) := [[t]]g}% mit [(z;) :=t; fiir alle i € [n],

sequentiell.

Beweis:

t = x;: Also ist p(£) = ¢, fiir alle £ € (T¢¢)". Nach Lemma 7.1 sind Projektionen sequentiell.

t=g(t1,...,tm): (g™ €%, t1,... tm € Tx({x1,...,2,}).
Es ist

1 1 1
p(@) = [tas = 9" ([1]5% - [tadas)-
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Abbildungen ¢; mit o;(£) := [[ti]]gllgﬁ fiir alle ¢ € [m]
sequentiell. Die Operation g% ist sequentiell, und da nach Lemma 7.2 auch die Komposition
dieser sequentiellen Abbildungen sequentiell ist, ist ¢ sequentiell.
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Lemma 7.8 Erhalt der Sequentialitéit bei der ¢-Transformation fiir Programme
mit Hilfsfunktionen
Sei P ein Programm mit Hilfsfunktionen und 2l eine sequentielle ¢-Interpretation.

Dann ist auch ®p(2) eine sequentielle ¢-Interpretation.
Beweis:
Sei A := Op (A).

Konstruktoroperationen: Die Konstruktoroperationen G sind nach Lemma 7.4 fiir alle G € C
sequentiell.

Hilfsoperationen:

Verzweigungsoperationen: Seien ¢g die Verzweigungsoperationen nach der Transformation
bei Vernachlidssigung der erzwungenen Striktheit (vgl. Lemma 5.1, S. 78):

L, fallsty =1
ty , falls eine Variablenbelegung 3 : {z1,...,zp}—Tc¢
PGty tast3) == - alg ot
mit [G(21,...,2,)]° 5 =11 # L existiert
ts3 , andernfalls

fir alle G € C und ¢q,15,t3 € Tec.

Sei £ € (Te¢)® mit Oce(L,£) # 0 und v’ € Occ(L, pg(t)).

£=(L,ty,t3): Dag(t) = L, muB v’ = ¢ sein. u := l.c ist ein Sequentialititsindex von
o fiir £ beziiglich u’.

L= (Gt),... 1), ta, ts): Alsoist pg(f) = ty. Somit ist u := 2.u’ ein Sequentialititsindex
von ¢ fiir £ beziiglich .

E=(H(t]), .. by ta,ty): (G# HM™ €C).
Also ist (L) = t3. Somit ist u := 3.u/ ein Sequentialitiitsindex von ¢ fiir £ beziiglich
u'

pg ist also sequentiell. Aus

o 1, fallsein i € [3] mit ¢; = L und ¢(condg)(7) = tt existiert
cond (£) = { wa(f) , anderfalls

fiir alle ¢ € (Tec)? folgt zusammen mit dem Erhalt der Sequentialitit bei erzwungener
Striktheit gemafl Lemma 7.3, dafl die Verzweigungsoperationen condg sequentiell sind.

Selektionsoperationen: Es gilt (vgl. Lemma 5.1, S. 78):

/ B(xz;) , falls eine Variablenbelegung 5 : {z1,...,z,}—Tc ¢
selgi(t) = mit [G(z1,..., %) iliﬁ =t, # L existiert
1, andernfalls

fiir alle selg; € H und t € Te.
Sei (t) € (Tec)! mit Oce(L, (t)) # 0 und v’ € Occ(L,selgi(z)).

t=G(t),...,t,): Esist selgyi(z) = t/. u := 1./ ist ein Sequentialitétsindex beziiglich w’.
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t=H(t),..,t,): (G#H™ Q).
Da selgyi@) = 1, mul v/ = ¢ sein. Da kein ¢’ > ¢ mit selgi(ﬂ)/u’ # | existiert, ist
jede Stelle u € Occ(L, %) ein Sequentialititsindex beziiglich /.

t=_1: Da sel%:i(i) = 1, muB auch hier ' = ¢ sein. u := ¢ ist ein Sequentialitiitsindex
beziiglich /.

Also sind die Selektionsoperationen sel%:i sequentiell.

Funktionsoperationen: Sei f(™ e F.

Fall 1: P enthilt die Programmregel f(x1,...,x,)—T.
Da 2 sequentiell ist, ist nach Lemma 7.7 auch die abgeleitete Operation ¢
(Teg)"—Tec, die durch

o(f) := [[T]]g}% mit [(z;) :=t; fiir alle i € [n],
definiert ist, sequentiell. Es ist

£ () = 1, fallsein i € [n] mit t; = L und ¢(f)(i) = tt existiert
71 @) , andernfalls

und somit ist f2 nach Lemma 7.3 iiber den Erhalt der Sequentialitéit bei erzwungener
Striktheit sequentiell.

Fall 2: Sonst.
f2" ist iiberall undefiniert und somit nach Lemma 7.5 sequentiell.

Lemma 7.9 w-Stetigkeit der Sequentialitit

1. Sei (¢i)iew mit ¢; : (Tec)"—Te ¢ eine w-Kette von sequentiellen w-stetigen Abbildungen.
Dann ist ¢ := | |,y s sequentiell.

2. Sei (2;)ieN mit ; € Inty, ¢ eine w-Kette von sequentiellen ¢-Interpretationen. Dann ist 2 :=
Uie]N 2A; sequentiell.

Beweis:

1. Sei £ € (Tec)™ mit Oce(L,t) # 0. Sei v/ € Occ(L,p(f). Fiir alle i € IN gilt entweder
u' ¢ Occ(pi(t)) oder p;(f)/u' = L, weil p(£) > @i(f) ist. Da p(f) = | ;e @i(£), und somit
insbesondere Occ(p()) = U;en Oce(yi(t)), existiert auch ein i’ € IN mit oy (£)/u’ = L. Sei
j die kleinste natiirliche Zahl mit ¢;(£)/u’ = L. Aufgrund der Ordnung der Abbildungen ist
dann auch ¢;(f)/u’ = L fiir alle 7 > j.

Fiir alle i > j seien U; C Occ(L, £) die Menge der Sequentialititsindexe von ¢; fiir £ beziiglich
o, d.h.
U == {u; € Oce(L,1) |Vt >t (o) /u' # L = t//u; # 1).
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Da die Abbildungen ¢; sequentiell sind, sind die Mengen U; # ().
Aufgrund der Ordnung der Abbildungen gilt fiir alle £ > ¢ > j und i; >t

pif) )i # L = on(t)/u' # L.

Dies bedeutet, dafl fiir alle ¢ > j ein Sequentialitdtsindex u;y1 von ;11 fiir t beziiglich v’
auch ein Sequentialititsindex von ; fiir £ beziiglich o’ ist, kurz:

UjDUj1 2Uj0 2 ...

¢ ist sequentiell, weil U die Menge der Sequentialitétsindexe von ¢ fiir £ beziiglich u’ ist,
denn:

Sei u € U. Dann gilt fiir alle ¢ > j

Ve L (i) /i £ L = {fu# L),
da u € Uj. Sei nun ¢ > £ mit Lp(ii)/u' # 1. Da @(E) = Uiem@i(£)7 mufl ein ¢ > j mit
©i(f)/u' # L existieren. Damit ist dann auch t//u # L.

2. Folgt direkt aus 1.

Lemma 7.10 Sequentialitit des ¢-Datentyps eines Programms mit Hilfsfunktionen
Sei P ein Programm mit Hilfsfunktionen. Dann ist der ¢-Datentyp Dp sequentiell.

Beweis:
Es ist
DP,c = D%,(g = |_| (q)P,c)Z(J—c)~
1€IN

Nach Korollar 7.6 ist die kleinste ¢-Interpretation 1. sequentiell. Mit Lemma 7.8 {iber den Erhalt
der Sequentialitdt bei der ¢-Transformation fiir Programme mit Hilfsfunktionen folgt die Sequen-
tialitit der ¢-Interpretationen 2; := (®pc)¥(L¢) fiir alle i € IN. Aufgrund der Monotonie der
¢-Transformation geméfl Lemma 5.20, S. 95, bilden die 2; eine w-Kette, und mit Lemma 7.9 folgt
schlieBlich, daf die kleinste obere Schranke dieser w-Kette, Dp., sequentiell ist. O

Hiermit haben wir bewiesen, dafl Programme mit Pattern echt ausdrucksstérker als Programme mit
Hilfsfunktionen sind. Es ist zu beachten, dafi dies kein Widerspruch zu den Aussagen in 7.1 iiber die
Berechnungsstirke der Programme ist, da dort die spezifizierten Operationen nur iiber den Kon-
struktorgrundtermen T¢ betrachtet wurden, wihrend die Sequentialitidt die gesamte Halbordnung
des Rechenbereichs, (T¢ ¢, <), mit einbezieht.

7.4 Bemerkungen zur Sequentialitéit

Die Sequentialitéit ist eine zwar komplexe, aber auch sehr interessante Eigenschaft von Abbildungen.
So steht sie in engem Zusammenhang mit der Striktheit und kann als Verallgemeinerung dieser
aufgefafit werden.
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Lemma 7.11 Sequentialitdt und Striktheit

Sei ¢ : (Te¢)"—Te¢ mit n € IN eine monotone Abbildung und i € [n].

@ ist genau dann an der i-ten Argumentstelle strikt, wenn i ein Sequentialitdtsindex von ¢ fiir
(L, L,..., 1) e (T¢)™ beziiglich € ist.

Beweis:

 ist an der i-ten Argumentstelle strikt.
= VicTee =1L = o) =1)
= VieTee () #L = t; # 1)
= VE> (L1, ). (p@) e # L = t/i# 1)
<= i ist Sequentialitdtsindex von ¢ fiir (L, L,..., 1) beziiglich e.

d

Hieraus folgt unmittelbar die Sequentialitdt aller Operationen in der cbv-Semantik, auch der durch
Programme mit Pattern spezifizierten. Dies ist jedoch nicht iiberraschend, da wir erwéhnten, dafl
fiir die cbv-Semantik Programme mit Pattern sehr wohl semantikerhaltend in Programme mit
Hilfsfunktionen {ibersetzbar sind.

Da Striktheit bekanntlich eine unentscheidbare Eigenschaft ist, weist der Zusammenhang zwischen
Sequentialitdt und Striktheit schon darauf hin, dafl es auch unentscheidbar ist, ob die durch ein
Programm mit Pattern spezifizierten Operationen sequentiell sind.

Wir hitten die groflere Ausdrucksstirke der Programme mit Pattern durchaus mit Hilfe einer einfa-
cheren Eigenschaft als der Sequentialitét nachweisen kénnen. Die in [Berry78| definierte sogenannte
Stability-Eigenschaft von Abbildungen hétte denselben Zweck erfiillt. Alle durch Programme mit
Hilfsfunktionen spezifizierbaren Operationen sind stable, wogegen durch Programme mit Pattern
auch Operationen spezifizierbar sind, die nicht stable sind.

Wir haben trotzdem die Sequentialitéit verwendet, da diese die intuitive Sequentialitédt der durch
Programme mit Hilfsfunktionen spezifizierten Operationen vollstindig verkorpert. Es existieren
nédmlich durch Programme mit Pattern spezifizierbare Operationen, die stable und dennoch nicht
durch Programme mit Hilfsfunktionen spezifizierbar sind (vgl. 3.4 in [Ber&Cur82]). Hingegen sind
wir iiberzeugt, dafl alle sequentiellen Operationen, die durch Programme mit Pattern spezifizierbar
sind, auch durch Programme mit Hilfsfunktionen spezifizierbar sind. Somit ist die Sequentialitéit ge-
nau das Scheidekriterium zwischen den durch beliebige Programme und den nur durch Programme
mit Pattern spezifizierbaren Operationen.

Wir wollen die Richtigkeit dieser Aussage zumindest plausibel machen. Sind alle durch ein Pro-
gramm mit Pattern spezifizierten Operationen sequentiell, so liefe sich das Programm semantik-
erhaltend in ein Programm mit Hilfsfunktionen iibersetzen, indem die Teste der Argumente mit
condg nur an Sequentialitdtsindexen erfolgen wiirden. Die Sequentialitdt besagt gerade, dafl die In-
formation an den Sequentialitdtsindexen benétigt wird, um den Informationsgehalt des Ergebnisses
steigern zu kénnen. Freilich wiire diese Ubersetzung nur dann effektiv durchfiihrbar, wenn nicht nur
die Gegebenheit der Sequentialitéit, sondern auch die Sequentialitdtsindexe selbst bekannt wéren.
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Beispiel 7.8 Ubersetzung eines sequentiellen Programms mit Pattern

f(x,A,C) — A
f(x,A,B) — B
f(A,B,x) — C

2 ist Sequentialitéitsindex von £PPs fiir (L, L, 1) beziiglich e.
3 ist Sequentialititsindex von £PPs fiir (L, A, 1) beziiglich .
Semantikerhaltende Ubersetzung:

f(x,y,2z) — condg(y,condy(x,C,f(x,y,2)),
cond, (y,
condg (z,B,
cond¢(z,A,f(x,y,2))
),f(x,y,2)))

O

Von hier aus ist es nur ein kleiner Schritt zu effizienten ¢-Reduktionsstrategien fiir unsere Pro-
gramme. Wiren die Sequentialitdtsindexe der Operationen bekannt, so wiirde eine effiziente ¢-
Reduktionsstrategie nur an den outermost ¢-Redexstellen reduzieren, die auch Sequentialitdtsindexe
wéren, da nur diese Reduktionen Informationsgewinn versprechen wiirden. Mit Hilfe der Sequentia-
litdtsindexe lieflen sich also genau die in 5.5.4 angesprochenen gaining ¢-Redexstellen, d. h. Gain(t)
und NGain(¢) fiir alle Terme ¢ € Ty, definieren. Die Sequentialitéit wiirde den Informationsgewinn
bei Reduktion von gaining ¢-Redexstellen analog zu Lemma 5.23, S. 105, sicherstellen, und mit
einer eventually gaining Hilfskonstruktion liefle sich dann die Vollstéandigkeit der eventually gaining
s-Reduktionssemantik beweisen.

Diese Methode wire durchaus nicht auf sequentielle Operationen beschriankt. Nicht sequentielle
besitzen zwar nicht fiir alle Argumente Sequentialitdtsindexe, aber es liefle sich immerhin eine
Art Sequentialititsmenge von Indexen definieren, d.h. eine minimale Menge von ,, L-Stellen*, die
allerhochstens bei Reduktionen betrachtet werden miifiten.

Insbesondere in Anbetracht der Unentscheidbarkeit der Sequentialitét der Programme mit Pattern
bleibt freilich noch das Problem der Bestimmung der Sequenitalitéitsindexe bzw. dieser Sequentia-
litdtsmengen. Durch eine Analyse der Pattern eines Operationssymbols lassen sich jedoch schon
viele Sequentialitéitsindexe der Operation bestimmen. In Beispiel 7.8 ergeben sich die benétigten
Sequentialitdtsindexe 2 und 3 direkt aus den Pattern. Bei dieser Analyse der Pattern liele sich
auch die erzwungene Striktheit ¢ sinnvoll einbeziehen. Die Programme der Beispiele 7.3 und 7.4
fiir das parallele And und Berrys Beispiel spezifizieren durchaus sequentielle Abbildungen, wenn
and und f an allen Argumentstellen erzwungen strikt sind. Mit Approximationsverfahren wie der
abstrakten Interpretation (siche S. 59) lieflen sich weitere Sequentialitétsindexe bestimmen oder
Sequentialitédtsmengen eingrenzen.

Andererseits bestdnde auch die Moglichkeit, die Menge der zuléssigen Pattern einzuschrinken, und
auf diese Weise die Sequentialitdt und die Berechenbarkeit der Sequentialitdtsindexe zu erzwingen.

Auch in der Literatur werden hiufig Sequentialititseigenschaften in Zusammenhang mit effizienten
operationellen Semantiken betrachtet.

In [Huet&LévyT9] wird bewiesen, dafl bei orthogonalen Termersetzungssystemen jeder Term eine
Stelle besitzt, an der reduziert werden mufl (needed), damit die Normalform des Terms erreicht



168 KAPITEL 7. SEQUENTIALITAT

werden kann (vorausgesetzt sie existiert und ist noch nicht erreicht). Somit existiert fiir orthogona-
le Termersetzungssysteme eine optimale sequentielle normalisierende Reduktionsstrategie. Leider
ist dies von keinem praktischen Nutzen, da diese needed Redexstelle nicht berechenbar ist. Fiir
eine Teilmenge der orthogonalen Termersetzungssystem, deren linke Regelseiten die sogenannte
Strong-Sequentiality-Eigenschaft besitzen, ist diese Redexstelle jedoch (sogar effizient) berechen-
bar. [Tha87], [Klop&Midd91] und [Kes92] bauen auf dieser fundamentalen Arbeit auf.
Bemerkenswert ist, dafy diese Aussage fiir alle orthogonalen Termersetzungssysteme und somit fiir
alle Programme ohne iiberlappende linke Regelseiten gilt.

In [An&Mid94] wird sogar eine berechenbare, sequentielle, normalisierende Reduktionsstra-
tegie fiir beliebige beinahe orthogonale Termersetzungssysteme angegeben. Dies mag zuerst
unmoglich erscheinen, da eine schlichte Sequentialisierung der po-Reduktionsstrategie, d.h. ein
po-Reduktionsschritt wird in einzelne elementare Reduktionsschritte zerlegt, im allgemeinen nicht
zu einer sequentiellen Reduktionsstrategie fithrt: In der Folge der elementaren Reduktionen kénnen
Zyklen erscheinen, die in der po-Reduktionsfolge nicht existieren; beispielsweise dadurch, daf} eine
elementare Reduktion einen Term unveréndert 148t. Da eine Reduktionsstrategie deterministisch ist,
d.h. jedem Term (hochstens) einen Nachfolgerterm zuordnet, konnte sie niemals aus einem solchen
Zyklus ,ausbrechen“. Die in [An&Mid94] angewandte Technik zur Umgehung dieses Zykluspro-
blems ist jedoch sehr aufwendig, so dafl diese sequentielle Reduktionsstrategie nicht effizient ist. Sie
ist auch keinesfalls optimal, da sie im allgemeinen auch Reduktionen an Redexstellen durchfiihrt,
die sich im Nachhinein als unnétig erweisen. Da jedoch beinahe orthogonale Termersetzungssyste-
me auch keine needed Redexstellen wie die orthogonalen Termersetzungssyteme besitzen, ist dies
unvermeidlich.

In [Lav87] wird ein Patternmatchingalgorithmus fiir reale funktionale Programmiersprachen fiir
eine eingeschréinkte Menge zuléssiger Pattern definiert. Zwar werden hierbei nur die linken Regel-
seiten in einer cbn-Semantik betrachtet, aber die mogliche Ausweitung der zuldssigen Pattern bei
Einbeziehung von Ergebnissen einer Striktheitsanalyse wird angedeutet.

In der Literatur wird zur Gewinnung effizienter operationeller Semantiken die Sequentialitit als
rein syntaktische Eigenschaft betrachtet. Unsere hier angedeutete Methode beruht dagegen auf der
Sequentiatitit als semantische Eigenschaft von Abbildungen. Insbesondere werden die Gewinnung
der Informationen iiber die Sequentialitit (Sequentialititsindexe bzw. -mengen) und die Nutzung
dieser in einer eventually gaining ¢-Reduktionssemantik sauber voneinander getrennt.



Kapitel 8

Nicht-freie Datentypen

Wir haben in den bisherigen Kapiteln die Syntax und insbesondere die Semantik einfacher kon-
struktorbasierter funktionaler Programmiersprachen definiert und untersucht. Mit diesen Program-
miersprachen sind jedoch nur freie (konstruktorbasierte) Datentypen spezifizierbar, bzw. un-
sere ¢-Datentypen sind nur Erweiterungen freier (konstruktorbasierter) Basisdatentypen. Freiheit
bedeutet hierbei, dafl jeder syntaktische Konstruktorgrundterm ein eindeutiger Bezeichner eines
semantischen Datenelements ist!, formal:

Vi, t' € Te. t #t' = [tlp. # [t']pe

Wie wir in Beispielen gesehen haben, sind damit durchaus viele wichtige Datentypen leicht und auf
natiirliche Weise spezifizierbar.

Beispiel 8.1 Freie Datentypen

Wahrheitswerte (Boolean): C = {False ) True(®}

Zeichen (Character): c={n0 ’B'(O) LS
Natiirliche Zahlen: C = {Zero® Succ(l)}
Listen: C = {Ni1(» cons®}

Biume: C = {Null( ) Node(3)}
O

Fiir andere Datentypen wie ganze Zahlen, rationale Zahlen, FlieBkommazahlen, geordnete Listen
und Mengen ist dies dagegen nicht moglich.

Natiirlich lassen sich diese Datentypen durchaus durch Konstruktoren aufbauen. So sind zum Bei-
spiel die ganzen Zahlen durch C = {Zero(o), Succ(l),Pred(l)} erzeugbar. Pred(?) bezeichnet den
Vorgénger der durch ¢t bezeichneten Zahl, und wir erhalten

.., Pred(Zero)~ —1, Zero ~0, Succ(Zero)=~1, Succ(Succ(Zero)) ~ 2,

Aber T¢ enthélt auch Succ(Pred(Zero)),Pred(Succ(Zero)), Succ(Succ(Pred(Pred(Zero)))),....
Offensichtlich sollten all dieses letzteren Terme ebenfalls die Zahl 0 bezeichnen. In den ¢-Datentypen

'Tm algebraischen Sinne sind die Basisdatentypen, die aus dem Triiger der ¢-Datentypen, Tec ¢, und den Konstruk-
toroperationen bestehen (wir ignorieren die Hilfsoperationen), natiirlich nicht absolut frei relativ zu {_L}. Immerhin
ist jedoch die Konstruktorgrundtermalgebra 7c absolut initial, und 7¢7 ist initial in Algg’, .
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Dp, bzw. deren Basisdatentypen zu der Konstruktorsignatur C = {Zero(o), Succ), Pred(l)} kommt
dies {iberhaupt nicht zum Ausdruck, wihrend nicht-freie Datentypen gerade dies ermoglichen
(sollen).

Derartige nicht-freie Datentypen betrachten wir in diesem Kapitel. Da wir dieses komplexe Gebiet
nur kurz anreiflen wollen, verzichten wir ganz auf formale Definitionen und beschéftigen uns mit den
neu auftretenden Phinomenen in allgemeiner und intuitiver Weise. Auf die Darstellung der speziell
durch partielle und unendliche Datenstrukturen verursachten Probleme verzichten wir ganz, und
wir betrachten auch keine Hilfsfunktionen, sondern nur Abwandlungen unserer Programme mit
Pattern.

8.1 Datenregeln

Es liegt nahe, die semantische Gleichheit unterschiedlicher Konstruktorgrundterme durch Gleichun-
gen von Konstruktortermen zu spezifizieren. Der Basisdatentyp ist dann die Quotientenalgebra der
Konstruktorgrundtermalgebra modulo der durch diese Gleichungen bestimmten Kongruenz. Da
sich, wie wir schon in 7.1 beziiglich des initialen Modells eines Programms anmerkten, nicht auf
beliebigen Aquivalenzklassen rechnen lifit, verwenden wir anstelle von Gleichungen ein konflu-
entes, terminierendes Termersetzungssystem. Damit sind dann die Konstruktornormalformen die
eindeutigen Reprisentanten der Datenelemente. Die Konstruktorsymbole zusammen mit den Re-
geln dieses Termersetzungssystems, den Datenregeln, spezifizieren den nicht-freien Basisdatentyp.
Ein einen nicht-freien Basisdatentyp spezifizierendes Programm besteht damit aus Datenregeln und
Programmregeln.

Beispiel 8.2 Datenregeln fiir ganze Zahlen
Datenregeln:

Succ(Pred(x)) — x
Pred(Succ(x)) — x

Programmregeln fiir die Addition:

add (x,Zero) — X
add(x,Succ(y)) — Succ(add(x,y))
add(x,Pred(y)) — Pred(add(x,y))

Diese Spezifikationsmethode bringt aber mehrere Probleme mit sich.

Erstens ist es nicht entscheidbar, ob die Datenregeln tatséchlich ein konfluentes und terminieren-
des Termersetzungssystem bilden. Wir haben jedoch gefordert, dal die syntaktische Korrektheit
eines Programms entscheidbar sein und jedem syntaktisch korrektem Programm eine Semantik
zugeordnet werden soll.

Das folgende Beispiel verdeutlicht ein zweites, fundamentales Problem.

Beispiel 8.3 Datenregeln und Test auf 0 fiir ganze Zahlen, I
Die Datenregeln seien die gleichen wie in Beispiel 8.2.
Programmregeln:

isZero(Zero) —  Succ(Zero)
isZero(Succ(x)) — Zero
isZero(Pred(x)) — Zero
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Das obige Programm spezifiziert keinesfalls den intendierten Test auf 0. Die Funktion isZero ist
noch nicht einmal eine Funktion iiber den ganzen Zahlen! Aus den Regeln folgt beispielsweise

Succ(Zero) ~ isZero(Zero) ~ isZero(Succ(Pred(Zero))) ~ Zero,

und allgemein, daf§ alle Konstruktorgrundterme semantisch gleich sind. Das Programm ist nicht
konsistent, d. h. durch die Programmregeln werden Konstruktorterme semantisch gleichgesetzt, die
in dem durch die Datenregeln spezifizierten Basisdatentypen nicht semantisch gleich sind. Die For-
derung der Konsistenz ist auf dem Gebiet der algebraischen Spezifikationen wohlbekannt ([Gut77],
[Gut&Hor78], 3.2 in [Der&Jou90], [Wir90]), aber diese Eigenschaft ist fiir allgemeine Termerset-
zungssysteme unentscheidbar (vgl. [Gut&Hor78]).

Sinnvoll, je nach Form der zugelassenen Datenregeln allerdings noch nicht hinreichend fiir die Konsi-
stenz, ist mit Sicherheit eine Anpassung der Eindeutigkeitsbedingung der Programmregeln (vgl. Def.
3.2, S. 38): Wenn zwei linke Programmregelseiten beziiglich der durch die Datenregeln erzeugten
Kongruenz unifizierbar sind, sollten auch die zugehoérigen rechten Programmregelseiten beziiglich
dieser Kongruenz unifizierbar sein (fiir Unifikation beziiglich einer Kongruenz siehe [Der&Jou90],
[Jou&Kir91]). Das obige Beispiel 8.3 erfiillt diese Bedingung nicht. Die Unifizierbarkeit ist jedoch
selbst fiir durch konfluente, terminierende Termersetzungssysteme gegebene Kongruenzen nur semi-
entscheidbar (das Problem ist leicht auf Hilberts zehntes Problem der Losbarkeit diophantischer
Gleichungen reduzierbar; siehe 6.3 in [Der&Jou90], auch 6. in [Huet&Op80]).

Fiir unsere Programme mit Pattern und Programme mit Hilfsfunktionen folgt die Konsistenz iibri-
gens direkt aus der Konfluenz. Diese ist bei der Verwendung von Datenregeln aber auch im all-
gemeinen nicht mehr gegeben, so auch in Beispiel 8.3 nicht, obwohl die Datenregeln und die Pro-
grammregeln jeweils fiir sich konfluent sind. Da die Konfluenz beliebiger Termersetzungssysteme
unentscheidbar ist, sie aber fiir operationelle Semantiken im allgemeinen benétigt wird, stellt dies
ein weiteres Problem dar.

Nach all diesen, mehr theoretische Aspekte betreffenden Nachteilen bringen wir schliefflich noch
einen ganz pragmatischen Einwand vor: Das folgende Beispiel zeigt eine korrekte, konsistente Spe-
zifikation des Tests auf 0.

Beispiel 8.4 Datenregeln und Test auf 0 fiir ganz Zahlen, 11
Die Datenregeln seien die gleichen wie in Beispiel 8.2.

isZero(x) —  h(Zero,Zero,x)
h(x,y,Pred(z)) —  h(x,Succ(y),z)
h(x,y,Succ(z)) —  h(Succ(x),y,z)
h(Succ(x),Succ(y),Zero) — h(x,y,Zero)
h(Succ(x),Zero,Zero) —  Zero
h(Zero,Succ(x),Zero) — Zero
h(Zero,Zero,Zero) —  Succ(Zero)

Prinzip des Algorithmus: h z&hlt die im dritten Argument auftretenden Succ’s und Pred’s im ersten
respektive zweiten Argument. O

Zur Wahrung der Konsistenz ist diese duflerst umstiandliche und komplizierte Spezifikation nétig!
Die Funktionen miissen beliebige Konstruktorterme als Argumente , korrekt verarbeiten®. Die da-
durch gegebene korrekte Spezifikation des nicht-freien Datentyps ist fiir die Praxis jedoch nur von
geringem Interesse.
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Der Vorteil der Datenregeln sollte vielmehr darin bestehen, dal Funktionen nur noch mit Argumen-
ten in Normalform ,,rechnen“ miifiten, und spezielle Eigenschaften dieser Normalform , ausniitzen“
konnten. So sollte der Test auf 0 wie in Beispiel 8.3 spezifizierbar sein, und in einer Spezifikation
der rationalen Zahlen sollten Funktionen davon ,ausgehen“ koénnen, daf3 Zahler und Nenner der
als Argumente iibergebenen rationalen Zahlen keine gemeinsamen Faktoren mehr besitzen. Dage-
gen miifften die Funktionen selber nicht den Erhalt der Normalformeigenschaft sicherstellen; dafiir
wiren die Datenregeln zusténdig (siehe die Einleitung von [Tho90] beziiglich dieser Aufgabentei-
lung). Auf diese Weise wiirden nicht-freie Datentypen wirklich zu eleganteren und unter Umstédnden
auch effizienteren Programmen fiithren.

8.2 Laws in Miranda

Genau dies erméglichen die in fritheren Versionen von Miranda vorhandenen Laws ([MirMan89),
[Tho86], [Tho90]).

Beispiel 8.5 Laws und Test auf 0 fiir ganze Zahlen in Miranda

integer ::= Zero | Succ(integer) | Pred(integer)

Succ(Pred(x)) => x
Pred(Succ(x)) => x

isZero(Zero) = Succ(Zero)
isZero(Succ(x)) = Zero
isZero(Pred(x)) = Zero

O

Abgesehen von syntaktischen Unterschieden? entspricht dieses Miranda-Programm genau dem Pro-
gramm mit Datenregeln in Beispiel 8.3. Dennoch ist das Programm sehr wohl konsistent. Eine
spezielle Reduktionsstrategie, eine Mischung aus leftmost-outermost und leftmost-innermost, die
in [Tho86] lazy innermost genannt wird, garantiert, daf die Argumente einer Funktion vor dem
Funktionsaufruf soweit ausgewertet sind, wie zum beabsichtigen Patternmatching erforderlich ist.
Daher ist diese Reduktionsstrategie jedoch duflerst komplex und die zugehorige denotationelle Se-
mantik ebenso. Insbesondere sind die die Funktion definierenden Gleichungen (nicht nur aufgrund
des in 7.2 betrachteten, speziellen Patternmatchings) keinesfalls im Datentyp allgemein giiltig, und
Schlufifolgerungen wie die schon bei Beispiel 8.3 gemachte

Succ(Zero) ~ isZero(Zero) ~ isZero(Succ(Pred(Zero))) ~ Zero,

sind somit falsch (dies ist fiir die Konsistenz selbstversténdlich notwendig), obwohl sie leider auch
sehr naheliegend sind. Diese kontraintuitive Semantik erschwert daher das Verstéindnis und auch
die Verifikation von algebraischen Datentypen mit Laws (siehe [Tho86], [Tho90]). Deshalb wurde
der Law-Mechanismus wieder aus Miranda entfernt.

2Beziiglich der Schreibweise der Miranda-Programme beachte man die FuBnote auf Seite 39.
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8.3 Konstruktorfunktionen

Fiir die Erklarung des Law-Mechanismus und die Verifikation von algebraischen Datentypen mit
Laws wird in [Tho86] und [Tho90] zwischen den Konstruktorsymbolen, die auf linken, und denen,
die auf rechten Gleichungsseiten stehen, unterschieden. In [Bur&Cam93] werden anstelle dieser Un-
terscheidung in der Metasprache sogar zwei verschiedene Sétze von Operationssymbolen verwendet.
Dies gibt die Anregung zu einer einfachen Methode, die die addquate Darstellung nicht-freier Da-
tentypen auch mit unseren Programmen zusammen mit den ¢-Semantiken ermdoglicht (vgl. auch
32.4 in [MirMan89]).

Beispiel 8.6 Konstruktorfunktionen, Test auf 0 und Addition fiir ganze Zahlen

zero — Zero .
isZero(Zero) — succ(zero)
succ(Zero) — Succ(Zero) .
isZero(Succ(x)) — =zero
succ(Succ(x)) — Succ(Succ(x)) .
isZero(Pred(x)) — =zero
succ(Pred(x)) — x
add(x,Zero) — zero
pred(Zero) — Pred(Zero)
add(x,Succ(y)) — succ(add(x,y))
pred(Succ(x))  — x add(x,Pred(y)) — pred(add(x,y))
pred(Pred(x)) — Pred(Pred(x)) ’ y P 4

d

Zu jedem Konstruktorsymbol existiert ein Funktionssymbol, das wir Konstruktorfunktionssym-
bol nennen. Die Konstruktorsymbole werden nur in den Pattern und in den rechten Seiten der
Regeln der Konstruktorfunktionssymbole verwendet. Diese speziellen Regeln bestimmen den nicht-
freien Datentyp. Sie sind iibrigens leicht aus den Datenregeln bzw. den Laws von Miranda auto-
matisch generierbar (vgl. 32.4 in [MirMan89]). Auf den rechten Seiten der Regeln der ,normalen
Funktionssymbole miissen anstelle der Konstruktorsymbole die Konstruktorfunktionssymbole ver-
wendet werden. Auf diese Weise wird erreicht, dal die Funktionsoperationen immer Elemente des
nicht-freien Datentyps als Ergebnis lieferen, wenn auch die iibergebenen Argumente Elemente des
nicht-freien Datentyps sind.

Natiirlich stellt die Verwendung von Konstruktorfunktionen nur einen Programmierstil dar. Die
¢-Datentypen sind und bleiben frei. Aber die Definition einer neuen, komplexen Semantik wird auf
diese Weise iiberfliissig, und wir erhalten trotzdem die praktischen Vorteile nicht-freier Datenty-
pen. Der nicht-freie Datentyp wére sogar noch als die durch die Konstruktorfunktionsoperationen
erzeugte Unteralgebra der ¢-Datentypen definierbar.

Mit dieser Betonung der Praxis unter Vernachlissigung der semantischen Spezifizierung der nicht-
freien Datentypen steht das Konzept der Konstruktorfunktionen in einem gewissen Gegensatz zu
dem der Datenregeln.

8.4 Weitere Beobachtungen

Die Laws von Miranda und die Konstruktorfunktionen sind beide ausdrucksstéirker als die Datenre-
geln oder auch beliebige Konstruktorgleichungen. Geordnete Listen sind beispielsweise nicht durch
terminierende Datenregeln spezifizierbar. Hierfiir werden schon bedingte Termersetzungssysteme
([Der&Jou90], [Ber&Klop86]) bendstigt, wie sie die Laws im Prinzip darstellen.
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Beispiel 8.7 Laws und geordnete Listen (S. 187 in [Tho90])

orderedlList ::= O0ONil | OCons(num,orderedList)

OCons(x,0Cons(y,z)) => 0Cons(y,0Cons(x,z)), if y < x
O

Da wir unsere Programme mit Pattern ohne Sorten definiert haben, kénnen wir das entsprechende
Programm, welches Konstruktorfunktionen verwendet, nur skizzieren.

Beispiel 8.8 Konstruktorfunktionen und geordnete Listen

oNil —  0ONil
oCons (x,0Nil) — 0Cons(x,0Nil)
oCons(x,0Cons(y,z)) — if y < x
then 0Cons(y,oCons(x,z))
else 0OCons(x,0Cons(y,z))
fi
O

Fiir die Spezifikation der rationalen Zahlen wird eine Funktion zur Berechnung des groften gemein-
samen Teilers ben6tigt. Da Datenregeln und Konstruktorgleichungen jedoch Paare von Konstruk-
tortermen sind, ist die Spezifikation rationaler Zahlen durch sie unméglich.

Beispiel 8.9 Laws und rationale Zahlen (S.188 in [Tho90])
rational ::= Rat(num,num)
Rat(x,y) => error("zero denominator"), if y = 0

=> Rat(-x,-y), if y < O
=> Rat(x’,y’), if g > 1

where

x’ = xdiv g
y’> =y div g
g =gcd xy

d

Waéhrend bei freien Datentypen die Wahl geeigneter Konstruktorsymbole meistens einfach ist,
bieten sich bei nicht-freien Datentypen oft unterschiedliche Moglichkeiten an. So kénnen die
ganzen Zahlen nicht nur durch ¢ = {Zero(® Succ®), Pred™}, sondern auch durch C =
{Zero® Succ™) Minus™M} aufgebaut werden.

Beispiel 8.10 Datenregeln fiir ganze Zahlen, II
Succ (Minus(Succ(x))) — Minus(x)

Minus (Zero) — Zero
Minus (Minus (x)) — X
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Die Methode der Konstruktorfunktionen erméglicht die gleichzeitige Verwendung der zu den beiden
Sétzen von Konstruktorsymbolen gehérenden Konstruktorfunktionssymbole.

Beispiel 8.11 Erweiterte Konstruktorfunktionssymbole fiir ganze Zahlen
Zu den Regeln des Beispiels 8.6 kommen noch

minus (Zero) — Zero
minus(Succ(x)) — Pred(minus(x))
minus (Pred(x)) — Succ(minus(x))

d

Die gleichen Konstruktorfunktionssymbole kénnen auch bei einem Aufbau der ganzen Zahlen aus
C = {Zero®, succ™, Minus(V} verwendet werden.

Beispiel 8.12 Konstruktorfunktionen und ganze Zahlen, I1

zero —  Zero

succ(Zero) —  Succ(Zero)

succ (Succ(x)) —  Succ(Succ(x))

succ(Minus(Succ(x))) — Minus(x)
pred(Zero) — Pred(Zero) minus (Zero) —  Zero
pred(Succ(x)) — X minus (Succ(x)) —  Minus(Succ(x))
pred (Minus(x)) — Minus(Succ(x)) minus (Minus(x)) — x

d

Auf diese Weise ist also eine vollstéindige Trennung der Erzeugung und der internen Darstellung von
Datenelementen moglich. Allerdings werden die Konstruktoren nach wie vor beim Patternmatching
verwendet. In [Bur&Cam93] sind daher mehrere Sitze von Konstruktorsymbolen zur gleichzeitigen
Verwendung fiir einen Datentyp vorgesehen. Nur einer von diesen dient tatséichlich dem Aufbau
und damit der internen Darstellung der Datenelemente. Fiir jeden anderen Satz von Konstruktor-
symbolen, View genannt, wird jedoch eine Abbildung von der internen Darstellung in die View
definiert, so dafl alle Views zum Patternmatching verwendet werden kénnen. Diese Abbildung ist
beliebig und kann durchaus eine Projektion sein.

Durch die Views werden Patternmatching und interne Darstellung vollstdndig voneinander getrennt
und somit das Prinzip der geheimen internen Darstellung eines abstrakten Datentyps gewahrt.
Allerdings wiirden die Views eine Neudefinition der Semantik erfordern.

Alle hier vorgestellten Konzepte beruhen mehr oder weniger auf der Verwendung von Normalfor-
men. Es existieren jedoch nicht-freie Datentypen, die prinzipiell keine Normalformen zulassen. Das
wichtigste Beispiel hierfiir sind Mengen. Elemente einer Menge sind prinzipiell ungeordnet, aber in
jeder Art von Normalform wiren sie geordnet. Die schlichte Festlegung einer beliebigen Ordnung
ist nicht moglich, da nicht zu jeder Sorte von Mengenelementen iiberhaupt eine Ordnung existieren
muf}, und vor allem auf diese Weise nicht mehr Mengen, sondern geordnete Mengen (geordnete
Listen ohne mehrfache Elemente) spezifiziert wiirden. Mengen sind also nicht-freie Datentypen, die
mit den vorgestellten Konzepten nicht spezifizierbar sind.
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Eine Erweiterung um einen Kapselungsmechanismus wiirde dies jedoch &ndern. Innerhalb eines
Moduls wiirden Mengen schlicht durch freie Konstruktorterme mehrdeutig repriasentiert. Aufler-
halb des Moduls diirfte aber nur mit bestimmten Funktionen, beispielsweise Erzeugung der leeren
Menge, Hinzunahme und Entnahme eines Elements und Test auf Leerheit und Enthaltensein eines
Elements, auf die Konstruktorterme zugegriffen werden. Alle mit diesen Funktionen nicht unter-
scheidbaren Konstruktorterme wiirden als semantisch gleich betrachtet. Diese Beobachtungs- oder
Verhaltenssemantik (vgl. 6.5 in [Wir90]) wiirde das Geheimnisprinzip abstrakter Datentypen reali-
sieren. Natiirlich ware auflerhalb des Moduls Patternmatching mit den Konstruktoren der internen
Darstellung nicht zuléssig, aber bei Mengen wére immerhin noch ein Patternmatching mit einer
View {EmptySet(®) NonEmptySet(®)} méglich.

Views und gekapselte Module mit Beobachtungssemantik wiren somit interessante Erweiterungen
unserer Programmiersprachen und des pragmatischen Konzepts der Konstruktorfunktionen zur
Spezifizierung nicht-freier Datentypen.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben uns in dieser Arbeit mit der Definition und Untersuchung von Semantiken fiir kon-
struktorbasierte funktionale Programme erster Ordnung unter besonderer Beriicksichtigung des
Patternmatchings befafit.

Am Anfang haben wir die abstrakte Syntax zweier Arten von konstruktorbasierten funktionalen
Programmen erster Ordnung definiert: der Programme mit Pattern und der Programme mit Hilfs-
funktionen. Fiir diese haben wir als Verallgemeinerung der iiblichen call-by-value und call-by-name
Semantiken die Menge der ¢-Semantiken definiert, die beziiglich der erzwungenen Striktheit ¢ pa-
rametrisiert sind. Jede ¢-Semantik ist durch eine denotationelle und zwei operationelle Semantiken
angegeben worden. Schon die Komplexitit des Beweises der Ubereinstimmung dieser drei Seman-
tiken unterstreicht ihre Verschiedenartigkeit.

Bei der Definition der denotationellen ¢-Semantik stand die Forderung der Kompositionalitéit im
Vordergrund. Ein allein durch die Konstruktorsymbole bestimmter ¢-Basisdatentyp wird durch
das Programm um Operationen zum ¢-Datentyp des Programms, der Semantik des Programms,
erweitert. Dies kann durchaus schrittweise erfolgen, da die Erweiterung eines Programms um
neue Funktionssymbole mit zugehorigen Programmregeln die schon bestehenden Operationen un-
verdndert 1a8t. Die denotationelle ¢-Semantik ist eine Fixpunktsemantik, die auf einer Menge von
¢-Interpretationen, die in engem Zusammenhang mit dem Basisdatentypen stehen, und auf einer
sich aus dem Programm ergebenden ¢-Transformation basiert.

Die beiden operationellen ¢-Semantiken beruhen auf der Idee der in der denotationellen ¢-Semantik
korrekten ¢-Reduktion. Diese ¢-Reduktion ist durch die Menge der ¢-Redexe charakterisiert. Die Se-
mantik eines Grundterms wird durch die semantischen Approximationen der vermittels ¢-Reduktion
erreichbaren Grundterme bestimmt. Diese Grundtermsemantik muf3 invariant sein, um iiberhaupt
die Definition einer semantischen Gleichheit und die Existenz eines zugehorigen Datentyps zu ge-
statten. Wahrend die allgemeine ¢-Reduktionssemantik noch auf allen mdoglichen ¢-Reduktionen
beruht, verwendet die po-¢-Reduktionssemantik eine Reduktionsstrategie. Aufgrund deren Deter-
minismus ist sie als Basis einer Implementierung unserer Programmiersprachen geeignet.

Wir haben auch noch einen Blick auf deklarative Semantiken geworfen und dabei festgestellt, dafl
einzig und allein die cbn-Semantik deklarativ definierbar ist. Durch die Verwendung partieller
anstelle von totalen Algebren ist jedoch auch noch die cbv-Semantik (fiir Programme mit Pattern)
deklarativ definierbar.

Die ¢-Semantiken haben uns zu einem besseren Verstdndnis der Semantiken konstruktorbasierter
funktionaler Programmiersprachen gefiihrt. Insbesondere erméglichen sie die einheitliche Behand-
lung der zwei Standardsemantiken call-by-value und call-by-name. In der Praxis kénnen sie dem
Nachweis der Korrektheit optimierender Interpreter und Compiler mit cbn-Semantik dienen, die
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unter Ausnutzung von Striktheitsinformationen einen Teil der Funktionsargumente mit dem call-
by-value Mechanismus auswerten.

In weiteren Untersuchungen haben wir noch festgestellt, dal fiir alle ¢-Semantiken — mit Aus-
nahme der cbv-Semantik — unsere Programme mit Pattern echt ausdrucksstérker sind als unsere
Programme mit Hilfsfunktionen.

Schliefflich sind wir auf die Grenzen unserer Programmiersprachen gestofien: Sie erlauben nur die
Spezifikation freier Datentypen. In der Praxis mag allerdings der Programmierstil der Konstruk-
torfunktionen fiir die Beschreibung nicht-freier Datentypen ausreichen.

Aus diesen Resultaten ergeben sich jedoch auch wiederum viele neue Fragen.

Sind unsere ¢-Semantiken die einzigen sinnvollen Semantiken fiir unsere Programme? Oder existie-
ren noch weitere?

Beziiglich der Beziehungen zwischen denotationellen und operationellen Semantiken wére es loh-
nenswert zu untersuchen, ob zu jeder invarianten Reduktionssemantik eine Transformation existiert,
so dafl die Reduktionssemantik mit dem kleinsten Fixpunkt der Transformation iibereinstimmt.
Ebenso interessant wire die umgekehrte Richtung, und eventuell kénnten auch nicht nur kleinste
Fixpunkte betrachtet werden.

Generell wire der Beweis einer Aussage der Art, dafl unsere ¢-Semantiken die einzigen konstruktor-
basierten, invarianten (d.h. iiberhaupt einen Datentyp spezifizierenden), kompositionellen (einen
Basisdatentyp erweiternden) Semantiken fiir unsere Programm sind, sehr schon. Die einzelnen ge-
forderten Eigenschaften wéren allerdings noch zu prézisieren, um insbesondere auch triviale Se-
mantiken auszuschlielen, wie diejenige, die alle Werte gleich | setzt.

Bei einer Einbeziehung deklarativer Semantiken erhebt sich die Frage, ob unsere cbn-Semantik dann
als einzige mogliche Semantik iibrig bleibt, und was wir mit der cbv-Semantik machen.

Gerade die deklarative Definition des partiellen cbv-Datentyps hat uns vor Augen gefiithrt, wie
stark die Beantwortung vieler Fragen von den allen Definitionen zugrunde gelegten mathemati-
schen Strukturen abhéngt. Dies ruft nach neuen, allgemeineren und abstrakteren mathematischen
Strukturen als Grundlagen semantischer Untersuchungen, um die durch sie gegebenen Grenzen
soweit wie mdglich hinauszuschieben.

In den letzten Kapiteln haben wir einige konkrete Ideen vorgestellt, deren Weiterverfolgung lohnend
ware.

So wire vor allem zu beweisen, dafl die Sequentialitit tatsdchlich das Scheidekriterium zwischen
der Ausdrucksstirke der Programme mit Pattern und der mit Hilfsfunktionen ist. Hierfiir wire
eine eingehendere Beschéftigung mit Methoden zum Beweisen der semantischen Aquivalenz von
Programmen nétig.

Die angedeutete Methode zur Gewinnung effizienter ¢-Reduktionsstrategien auf der Basis semanti-
scher Sequentialitdtsinformationen liefle sich prézise definieren. Bei alleiniger Betrachtung der lin-
ken Regelseiten und der erzwungenen Striktheit ¢ ist zu erwarten, dafl die so definierte eventually
gaining cbv-Reduktionsstrategie gleich der li-Reduktionsstrategie ist. Durch die Untersuchung der
Beziehungen zwischen Sequentialitits- und Striktheitsanalyse lieflen sich Methoden fiir die Gewin-
nung préziserer Sequentialitdtsinformationen fiir noch weitergehendere Optimierungen gewinnen.

Wir kénnten die Grenzen unserer Programmiersprachen iibertreten und die angedeuteten Erwei-
terungen um Views und gekapselte Module mit Beobachtungssemantik vornehmen, um auch die
Spezifizierung echter nicht-freier Datentypen zu ermdoglichen.

Schlielich kénnten wir in einem weiteren Schritt (in Richtung einer realen funktionalen Program-
miersprache) noch Funktionen hoherer Ordnung betrachten. Dies nicht nur, weil diese ein duflerst
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méchtiges Konzept darstellen, sondern auch, weil eine Verallgemeinerung oft zu neuen Einsichten
fithrt, wie wir es bei der erzwungenen Striktheit gesehen haben.

Auf operationeller Ebene wiren diese Programmiersprachen leicht durch Termersetzungssysteme
realisierbar, in denen die Funktionssymbole Konstanten wéren, und die nur ein einziges mehrstel-
liges Operationssymbol, apply(2), besiflen, dessen Operation die Anwendung einer Operation auf
eine andere Operation wire. Diese Termersetzungssysteme wéren auch beinahe orthogonal, so dafl
die hier vorgestellten Methoden iibertragen werden koénnten.

Fiir die denotationelle Semantik miifiten Algebren mit Operationen héherer Ordnung eingefiihrt
werden. Da hierbei Operationen unterschiedlicher Ordnung klar voneinander geschieden wiren,
dies bei der gerade skizzierten operationellen Semantik jedoch nicht der Fall wiire, diirfte die Uber-
einstimmung beider Semantiken nicht einfach zu beweisen sein.

Die Semantik des Patternmatchings kénnte jedoch fast unveréndert ibernommen werden, da Pat-
ternmatching prinzipiell nur fiir Basisdaten (Operationen nullter Ordnung) entscheidbar ist.

Die Sequentialitit ist dagegen nicht einfach iibertragbar ([Ber&Cur82]). Sie steht auch in direk-
tem Zusammenhang mit dem schon lange bekannten Problem der Definition einer fully abstract
Semantik, welches bis heute nicht zufriedenstellend gelést wurde.

Die Beschéftigung mit formalen Semantiken ist nicht nur die zentrale Voraussetzung fiir den Entwurf
korrekter Interpreter und Compiler sowie die Verifikation von Programmen, sondern sie fiihrt uns
auch zu einem immer besseren Verstédndnis von Programmiersprachen.
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